
ÓÄÊ: 517.958

Ìåòîä êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè: âêëàä â
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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèíöèïèàëüíûì âîïðîñàì êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêè, çàðîäèâøåãîñÿ ïîëâåêà òîìó íàçàä êàê âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäñòâî ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è ñòàâøåãî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îäíèì èç âàæíåéøèõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â òåîðèè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî ìåòîä ìîëåêóëÿð-
íîé äèíàìèêè, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö,
îêàçàëñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ áàçîâûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè-
÷åñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè, ñ ïðîáëåìîé âîçíèêíîâåíèÿ íåîáðàòèìîñòè. Â ðàáîòå ïðî-
àíàëèçèðîâàíû äèíàìè÷åñêèå è ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ òðàåêòîðèé è ïîãðåøíîñòÿìè ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ïðèðîäà âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè. Ïðåäëîæåíà êîíöåïöèÿ, îáúÿñíÿþùàÿ íà îñíîâå ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêèõ ôàêòîðîâ êîíå÷íîå âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè è âîç-
íèêíîâåíèå íåîáðàòèìîñòè â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Ââåäåíèå

Â 1957 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Îëäåðà è Âýéíðàéòà [1], â êîòîðîé íà ÝÂÌ áûëè
ïðîèíòåãðèðîâàíû êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð. Áîëåå
ïîäðîáíî ìàòåðèàë ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [2]. Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû êàê äëÿ óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ, òàê è äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû îò íåñêîëüêèõ
äåñÿòêîâ äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ÷àñòèö. Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [1, 2], ïîëó÷èë íàçâàíèå
"ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè"(ÌÌÄ), ïîñêîëüêó ïåðâîíà÷àëüíî ïîä òâåðäûìè ñôåðàìè
ïîíèìàëèñü ñêîðåå ìîëåêóëû, ÷åì àòîìû.

ÌÌÄ ïðèìåíÿåòñÿ ê äîñòàòî÷íî ïëîòíûì è íåèäåàëüíûì ñèñòåìàì, êîãäà óæå íåëü-
çÿ ââåñòè ïîíÿòèå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà è òåîðèè, îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèÿõ ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó, òåðÿþò ñìûñë. Âìåñòå ñ òåì æåëàòåëüíî ïðîòÿãèâàòü ÌÄ ðàñ÷åòû äî òàêèõ
ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû, êîãäà âîçìîæíà ñòûêîâêà ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè
äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåêðûòü âåñü ïðàêòè÷åñêè âàæíûé äèàïàçîí.

Óæå â [3, 4] áûëè ðàññìîòðåíû ñèñòåìû àòîìîâ ñ ðåàëèñòè÷íûìè ïîòåíöèàëàìè ìåæ-
àòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Áîðíà-Ìàéåðà, Äåáàÿ è Ëåííàðäà-Äæîíñà. Â äàëüíåéøåì ñòàëè
ðàññìàòðèâàòüñÿ, â îñíîâíîì, ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì àòîìîâ. Ïîòåíöè-
àëû ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óñëîæíÿëèñü, ÷òîáû îïèñûâàòü âñå áîëåå ðàçíîîáðàçíûå
ôèçè÷åñêèå îáúåêòû. Ïîÿâèëñÿ òåðìèí "àòîìèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå�, êîòîðûé ñòàíî-
âèòñÿ âñå áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì. Íî è ýòîò òåðìèí íå îõâàòûâàåò âñåõ ïðèëîæåíèé ÌÌÄ,
ïîñêîëüêó â ðàññìîòðåíèå óæå âêëþ÷åíû ýëåêòðîëèòû, ýëåêòðîí-èîííàÿ ïëàçìà è äð. Âîç-
ìîæíî, ïî ýòîé ïðè÷èíå, íî ñî÷åòàíèå "ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè"îêàçàëîñü î÷åíü
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óñòîé÷èâûì è îñòàåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì, õîòÿ ïîä "ìîëåêóëàìè"ïîíèìàþòñÿ
òåïåðü íå òîëüêî è íå ñòîëüêî ìîëåêóëû, à, êàê ïðàâèëî, àòîìû, èîíû è äàæå ýëåêòðîíû.
Ìû òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì òåðìèíîì.

ÌÌÄ ñòàë ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îäíèì èç âàæíåéøèõ ìåòîäîâ â òåîðèè êîíäåíñèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïàð-
íûìè è ìíîãî÷àñòè÷íûìè ïîòåíöèàëàìè. Ðàññìàòðèâàëèñü òåðìîäèíàìè÷åñêèå è òðàíñ-
ïîðòíûå ñâîéñòâà (óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, äèôôóçèÿ, âÿçêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü è äð.),
ñòðóêòóðà, âðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è íåêîòîðûå ðåëàêñàöèîííûå ïðîöåññû
äëÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ ïðîñòûå æèäêîñòè, ìåòàëëû, ïîëóïðîâîäíèêè,
äèýëåêòðèêè, êîâàëåíòíûå ñèñòåìû, íåèäåàëüíóþ è ïûëåâóþ ïëàçìó, êîëëîèäû, ñòåêëà,
ïîëèìåðû è áèîïîëèìåðû, æèäêèå êðèñòàëëû è äð. Îïèñûâàþòñÿ ðàçíûå àãðåãàòíûå ñî-
ñòîÿíèÿÿ. Íàðÿäó ñ îäíîðîäíûìè ñèñòåìàìè ìîäåëèðîâàëèñü ôàçîâûå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïàä
ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé, êëàñòåðû, íàíîêðèñòàëëû, ïðîöåññû íà ïîâåðõíîñòè, óäàðíûå
âîëíû è ñîëèòîíû, äèíàìèêà ðàäèàöèîííûõ ïîâðåæäåíèé â êðèñòàëëàõ, ðàçðóøåíèå ìà-
òåðèàëîâ è îáðàçîâàíèå òðåùèí, õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïî-
ãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ è äð. Îãðîìíîå êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííîé çà ýòè ãîäû ëèòåðàòóðû
ïîðîäèëî è çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî îáçîðîâ è ìîíîãðàôèé. Óêàæåì, íàïðèìåð, íà [5�17].

Èçâåñòíû òàêæå ïîïûòêè ïîñòðîèòü êâàíòîâûé ÌÌÄ, îñíîâàííûé íà ÷èñëåííîì èíòå-
ãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå óñïåõè â ýòîì íàïðàâëåíèè,
âñå æå íå óäàëîñü ñîçäàòü ïîêà êâàíòîâîãî ÌÌÄ, ñòîëü æå óíèâåðñàëüíîãî, êàê è êëàññè÷å-
ñêèé ÌÌÄ, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè óðàâíåíèé Íüþòîíà. Â äàííîì îáçîðå ìû îãðàíè÷èìñÿ
êëàññè÷åñêèì ÌÌÄ, ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà ïîñëåäîâàòåëüíîì èçëîæåíèè òåîðåòè÷åñêèõ îñ-
íîâ ìåòîäà.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ÌÌÄ, ïðåêðàñíî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è àíàëèòè÷åñêèìè ïîäõîäàìè òàì, ãäå òàêîå ñîïîñòàâëåíèå âîç-
ìîæíî. Áåçóñëîâíàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìåòîäà è ïðîñòîòà ëåæàùèõ â åãî
îñíîâå ïîñûëîê êàçàëîñü áû íå îñòàâëÿþò ìåñòà äëÿ ñîìíåíèÿ â åãî òåîðåòè÷åñêîé îáîñíî-
âàííîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÌÌÄ îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä
è ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàòåëè, êîòîðûå åãî ïðèìåíÿþò, îáû÷íî ñîâåðøåííî íå çàäóìû-
âàþòñÿ íàä òåì, ÷òî æå ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ â ÌÌÄ, âïîëíå óäîâëåòâîðÿÿñü ñîãëàñèåì
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ïðîãíîñòè÷åñêîé ñèëîé ÌÌÄ.

Îäíàêî íà ñàìîì äåëå íåêîòîðûå ôèçèêè-òåîðåòèêè äàâíî îñîçíàëè, ÷òî ÌÌÄ, íåñìîò-
ðÿ íà ñâîé ÷èñëåííûé õàðàêòåð è óòèëèòàðíóþ íàïðàâëåííîñòü, íåïîñðåäñòâåííî çàòðàãè-
âàåò îñíîâû êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è, â ñâîþ î÷åðåäü, íóæäàåòñÿ â òåîðèè
äëÿ ñâîåãî ëîãè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÌÌÄ ïîäíèìàåò î÷åíü ñåðüåçíûå âî-
ïðîñû.

Âî-ïåðâûõ,ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â ÌÌÄ íå ñîõðàíÿåòñÿ, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íå âûïîëíÿåòñÿ â ðàñ÷åòàõ ÌÌÄ. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â
ÌÌÄ ôëóêòóèðóåò, ñîõðàíÿÿñü òîëüêî â ñðåäíåì. Ýòîò ôàêò áûë îòìå÷åí åùå íà íà÷àëü-
íîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ÌÌÄ, íî îí íå áûë äîëæíûì îáðàçîì îöåíåí è ðàññìàòðèâàëñÿ êàê
âòîðîñòåïåííàÿ ïîãðåøíîñòü.

Âî-âòîðûõ, åùå Àíðè Ïóàíêàðå ïîêàçàë, ÷òî êëàññè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ìíî-
ãèõ ÷àñòèö îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì ñ ñèëüíîé ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ [18]. Â ôèçèêó ýòè
ïðåäñòàâëåíèÿ ââåë âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé Í. Ñ. Êðûëîâ [19] â êíèãå [20]. Â ñâÿçè ñ ÌÌÄ
íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå Ý. Ý. Øíîëü [21]. Ýòè
âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü â [11, 22�24]. Ëîêàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëè÷-
íûå òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ðàññ÷èòàííûå äëÿ îäíèõ è òåõ æå çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
íî, íàïðèìåð, ñ ðàçíûì øàãîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îòíþäü íå ñîîòâåòñòâóþò åäèí-
ñòâåííîé òî÷íîé íüþòîíîâñêîé äèíàìè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçáåãàþòñÿ
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êàê îò íåå, òàê è äðóã îò äðóãà. À ìåòîä, çàäóìàííûé êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, íî ïðè-
âîäÿùèé ê ïó÷êó ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçáåãàþùèõñÿ òðàåêòîðèé, ñîâåðøåííî íåïðèåìëåì ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íåñìîòðÿ íà îãðîìíóþ ðàçíèöó â ìàñøòàáàõ, ïðîáëåìû ÌÌÄ î÷åíü áëèçêè ê îãðàíè-
÷åíèþ ïðåäåëà ïðåäñêàçóåìîñòè ïðîãíîçà ïîãîäû [25�27]. Ïåðâûé ðàñ÷åò ïðåäåëà ïðåäñêà-
çóåìîñòè òðàåêòîðèé ÷àñòèö â ÌÌÄ ïðîâåäåí â [22] äëÿ ëåííàðä-äæîíñîâñêîé ñèñòåìû.

Íà÷èíàÿ ñ [28], óæå â òå ãîäû ðÿä àâòîðîâ îáðàùàëè âíèìàíèå íà ðîñò ÷èñëåííûõ
îøèáîê, îáóñëîâëåííûé íåóñòîé÷èâîñòüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ [6, 21, 22, 29�33]. Áûëî äà-
æå âûäâèíóòî òðåáîâàíèå [30, 31], ÷òîáû ÌÄ òðàåêòîðèÿ áûëà áëèçêà ê ãèïîòåòè÷åñêîìó
òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Íüþòîíà íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñâîåé äëèíû, èñïîëüçóåìîé
äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ. Ââèäó íåâîçìîæíîñòè óäîâëåòâîðèòü ýòîìó òðåáîâàíèþ,
Øíîëü [21] óêàçàë íà íåîáîñíîâàííîñòü ÌÌÄ, à Ôîêñ [30] âûðàçèë ñîìíåíèÿ â ñàìîé ðàçóì-
íîñòè ýòîãî ìåòîäà. Ðàáîòà [30] ñòèìóëèðîâàëà ïðåöèçèîííûå ðàñ÷åòû [31]. Îäíàêî âìåñòî
îäíîé äëèííîé ÌÄ òðàåêòîðèè â ýòîé ðàáîòå äëÿ óñðåäíåíèé áûë èñïîëüçîâàí íàáîð êîðîò-
êèõ ó÷àñòêîâ òîé æå ïîëíîé ñóììàðíîé äëèíû. Êàæäûé êîðîòêèé ó÷àñòîê ðàññ÷èòûâàëñÿ
äîñòàòî÷íî òî÷íî, îäíàêî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ âûáèðàëèñü èç êàíîíè÷åñêîãî àíñàì-
áëÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî. Ïîýòîìó ðàáîòà [31] ôàêòè÷åñêè íå èìåëà íèêàêîãî
îòíîøåíèÿ ê çàäà÷å, ðàäè êîòîðîé ýòà ðàáîòà áûëà ïîñòàâëåíà, ÷òî áûëî îòìå÷åíî åùå
â [34].

Â-òðåòüèõ, îòêóäà â ìåòîäå, îñíîâàííîì íà ðåøåíèè îáðàòèìûõ óðàâíåíèé Íüþòîíà,
âîçíèêàåò íåîáðàòèìîñòü. À îíà íåñîìíåííî âîçíèêàåò, ïîñêîëüêó ÌÌÄ ïðåêðàñíî îïè-
ñûâàåò íåîáðàòèìûå ïðîöåññû â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Óæå â
1967 ã. â îêðóæåíèè Ïðèãîæèíà áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ýâîëþöèè Í-ôóíêöèè äëÿ ñèñòå-
ìû 100 òâåðäûõ äèñêîâ [35] è åå âîññòàíîâëåíèÿ ïðè îáðàùåíèè òðàåêòîðèé âî âðåìåíè.
Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî âîññòàíîâëåíèå èìååò ìåñòî ëèøü äëÿ êîðîòêèõ òðàåêòîðèé â ïðåäå-
ëàõ 1-2 âðåìåí ðåëàêñàöèè. Ïðèãîæèí âîçâðàùàëñÿ ê ýòîé ðàáîòå è â 1989 ã. [36]. Çäåñü æå
Ïðèãîæèí ïðèâëåêàë è áîëåå ïîçäíèå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû [37, 38] ïî âîçíèêíîâåíèþ
êîððåëÿöèé â ñèñòåìå òâåðäûõ äèñêîâ â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèé äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí
âîçíèêíîâåíèÿ íåîáðàòèìîñòè.

Ñóòü ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â íåïðåêðàùàþùèõñÿ áåçóñïåøíûõ ïîïûòêàõ äîêàçàòü âòî-
ðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è äðóãèå íåîáðàòèìûå çà-
êîíîìåðíîñòè, îïèðàÿñü èñêëþ÷èòåëüíî íà îáðàòèìûå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà. Âîïðîñ âîçíèê
áîëåå ñòà ëåò íàçàä, íà÷èíàÿ ñ âîçðàæåíèé, âûñêàçàííûõ Áîëüöìàíó ñî ñòîðîíû Öåðìåëî è
Ëîøìèäòîì, ñì., íàïðèìåð, [18, 39, 40]. Ñ àðãóìåíòàìè Áîëüöìàíà â äèñêóññèè ñ Öåðìåëî
è Ëîøìèäòîì ñîãëàñåí Ôåéíìàí, ñôîðìóëèðîâàâøèé èõ â òàêîì âèäå: �Ñîáûòèÿ íàøå-
ãî ìèðà íåîáðàòèìû â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ðàçâèòèå â îäíó ñòîðîíó âåñüìà âåðîÿòíî, à â
äðóãóþ - õîòÿ è âîçìîæíî, õîòÿ è íå ïðîòèâîðå÷èò çàêîíàì ôèçèêè, íî ñëó÷àåòñÿ îäèí
ðàç â ìèëëèîí ëåò� [41], ñòð. 119. Òî÷êó çðåíèÿ Áîëüöìàíà è Ôåéíìàíà ðàçäåëÿþò Áîãî-
ëþáîâ, ×èðèêîâ, Ñèíàé [40, 42, 43], Ëèáîâèö [44], Õóâåð [10]. Êàê è â [45] ïðèâëåêàþòñÿ
ñîîáðàæåíèÿ î êîëîññàëüíîì êîëè÷åñòâå àòîìîâ è ìîëåêóë, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèå òåëà, î ïðàêòè÷åñêîé íåâîçìîæíîñòè ïîëíîãî ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ òåë,
ò.å. ôàêòè÷åñêîé íåïîëíîòå íàøèõ çíàíèé, î íåëèíåéíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [46] è ò.ï.
Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè îáñóæäàåòñÿ òàêæå â [47, 48]. Îáðàùàòüñÿ ê ÌÌÄ â ïîèñêàõ
ïîääåðæêè ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïûòàëñÿ Åâñååâ, íàäåÿâøèéñÿ ñ ïîìîùüþ ÌÌÄ ïîñòðîèòü
�÷èñòî ìåõàíè÷åñêóþ òåîðèþ òåðìîäèíàìèêè� [49].

Êðûëîâ [20] è Ïîïïåð [39] íå ðàçäåëÿëè òî÷êó çðåíèÿ Áîëüöìàíà è åãî åäèíîìûø-
ëåííèêîâ. Ïðåäñòàâëåíèå Áîëüöìàíà, â ñèëó òåîðåìû âîçâðàòà Ïóàíêàðå, äîïóñêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ìèðà ñ óáûâàþùåé ýíòðîïèåé, à ïîòîìó äîëæíî áûòü îòâåðãíóòî [39]. Áîëüöìàíó
âîçðàæàëè Íåéìàí [50], Ëàíäàó [45], Ïðèãîæèí [36, 51, 52], Êàäîìöåâ [53], ïðåäïîëàãàâøèå,
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÷òî òîëüêî ïðèâëå÷åíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîæåò îáîñíîâàòü íåîáðàòèìîñòü. Â îïðàâäà-
íèå Áîëüöìàíó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà íå áûëà èçâåñòíà â åãî âðåìåíà.
Àâòîðû [36, 53�55] òàêæå àïåëëèðîâàëè ê ÌÌÄ. Â [55�58] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â óðàâíå-
íèÿõ äâèæåíèÿ ëþáîé êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå
ñëàãàåìûå êâàíòîâîé ïðèðîäû. Ýòè ñëàãàåìûå ìàëû, íî êîíå÷íû, èìåþò ñòîõàñòè÷åñêóþ
ïðèðîäó è ÿâëÿþòñÿ ñïóñêîâûì êðþ÷êîì äëÿ ëÿïóíîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Äèñêóññèÿ íå óòèõàåò äî ñèõ ïîð, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò è ïðîâåäåíèå êðóãëîãî ñòîëà
"Microscopic origins of macroscopic irreversibility"â ïðîãðàììå 20-îé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ïî ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå (Ïàðèæ, 1998). Äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè çðåíèÿ â
ïðèñóòñòâèè äâóõ òûñÿ÷ ó÷åíûõ îòñòàèâàëè Ëèáîâèö è Ïðèãîæèí. Ñóõîå è ñîêðàùåííîå
èçëîæåíèå èõ ýìîöèîíàëüíûõ ðå÷åé ïðèâåäåíî â [44, 51]. Â óñòíîì äîêëàäå Ëèáîâèö î÷åíü
ïðîñòðàííî èçëàãàë ÌÄ ðåçóëüòàòû [59] êàê î÷åíü âàæíûé àðãóìåíò â ïîëüçó ñâîåé òî÷-
êè çðåíèÿ. Â [44] ýòîé ðàáîòå óäåëåíî ëèøü íåñêîëüêî ñòðîê, íî Ëèáîâèö ïî-ïðåæíåìó íå
âèäèò îøèáî÷íîñòè åå âûâîäîâ, íà ÷òî áóäåò óêàçàíî â ïàðàãðàôå 2.5.

Â öåëîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, ÌÌÄ âîøåë â ïðîòèâîðå÷èå ñî ñóùåñòâîâàâ-
øèìè íà òîò ìîìåíò óñòîÿâøèìèñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè,
êîòîðûå î÷åíü ÷åòêî èçëîæåíû, íàïðèìåð â [45]. Îáñóæäåíèå ýòîé ãðóïïû ïðèíöèïèàëü-
íûõ âîïðîñîâ íà÷àòî â ðàáîòàõ [11, 22, 34, 60]. Â èõ ðàçâèòèå áûëè âûïîëíåíû [23, 24] è
íàïèñàíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàêîå ìåñòî çàíèìàåò ÌÌÄ â ñèñòåìå îñíîâ-
íûõ ïîíÿòèé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è ôèçè÷åñêîé êèíåòèêè è ãäå îí äîïîëíÿåò êóðñ [45],
à ãäå äàæå èñïðàâëÿåò åãî íåêîòîðûå èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ.

Ïåðâîíà÷àëüíûé çàìûñåë ÌÌÄ èçëîæåí â ïàðàãðàôå 1.1, ãäå ïîä÷åðêíóòû è ñðàçó æå
ïðîÿâèâøèåñÿ ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè. Âûçîâ, êîòîðûé ÌÌÄ áðîñèë óñòîÿâøèìèñÿ
ïðåäñòàâëåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ðàññìîòðåí â ïàðàãðàôå 1.2. Â ðàç-
äåëå 2 ïðîàíàëèçèðîâàíà ìîäåëü âåùåñòâà, êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå èññëåäóåòñÿ â ÌÌÄ. Â
ïàðàãðàôàõ 2.1�2.4 ðàññìîòðåíî ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö, ââîäÿò-
ñÿ ïîíÿòèÿ Ê-ýíòðîïèè è âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ÌÌÄ,
âûÿñíÿåòñÿ ñâÿçü ýòèõ ïîíÿòèé ñ ôëóêòóàöèÿìè ïîëíîé ýíåðãèè, óêàçûâàåòñÿ íà ïðèíöè-
ïèàëüíîå îãðàíè÷åíèå âðåìåíè ïàìÿòè, îáóñëîâëåííîå êîíå÷íîñòüþ äëèíû ÷èñëà â êîì-
ïüþòåðå. Ïàðàãðàôû 2.5 è 2.6 ïîñâÿùåíû âûâîäàì èç ïðîäåëàííîãî àíàëèçà: äèíàìè÷å-
ñêèì è ñòîõàñòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ÌÌÄ, åãî íåãàìèëüòîíîâîñòè è äðóãèì ñëåäñòâèÿì äëÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðîáëåìû ÌÌÄ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé äèíàìè÷åñêîãî õàî-
ñà [40, 42, 43, 61�63]. Â ðàçäåëå 3 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê îáñóæäåíèþ ïàðàäèãìû êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, íà÷àòîìó â ïàðàãðàôå 1.2, è äåëàåì ïîïûòêó ñôîðìóëèðîâàòü íî-
âóþ ïàðàäèãìó, ñëåäóþùóþ èç ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîãî ÌÌÄ; êðàòêî îáîçíà÷åíû òàêæå
ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå àíàëîãè îøèáîê ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

1 ÌÌÄ è òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôè-

çèêè

1.1 Ïåðâîíà÷àëüíûé çàìûñåë ÌÌÄ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè äèíàìèêà ìíîãîàòîìíîé ñèñòåìû â íåðåëÿòèâèñòñêîì
ïðèáëèæåíèè ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà âèäà

H =
∑
i

~Pi
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~pα
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∑
ij
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|~ri − ~rj |
+
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∑
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e2

|~relα − ~relβ |
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∑
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|~ri − ~relα |
, (1)

ñîäåðæàùåì ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÿäåð è ýëåêòðîíîâ è êóëîíîâ-
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ñêîé ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íà äàííîì óðîâíå îïèñàíèÿ
ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå ñîäåðæèòñÿ â âîëíîâîé ôóíêöèè ψ({~ri}, {~relα }, t) � ðåøå-
íèè óðàâíåíèÿ i~∂ψ/∂t = Ĥψ. Ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ðåøåíèè
ïîäîáíîé çàäà÷è ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâà-
íèÿ.

Òîò ôàêò, ÷òî ýëåêòðîíû íàìíîãî ëåã÷å ÿäåð, ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü äâèæåíèå èîíîâ è
ýëåêòðîíîâ è ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â àäèà-
áàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ïðèáëèæåíèè Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà). Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ψ({~ri}, {~relα }) = Ψ({~ri})Φ({~ri}, {~relα })), ãäå Ψ({~ri})
îïèñûâàåò äâèæåíèå ÿäåð, à Φ({~ri}, {~relα })) ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò êîîðäèíàò ÿäåð
{~ri} è îïèñûâàåò ýëåêòðîííóþ ïîäñèñòåìó. Ïðè ýòîì çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíå-
íèÿ ĤelΦ({~ri}, {~relα })) = U({~ri})Φ({~ri}, {~relα }) è ĤiΨ({~ri}) = EΨ({~ri}), ãäå

Hel =
∑
α

~pα
2m

+
1
2

∑
ij

ZiZje
2

|~ri − ~rj |
+

1
2

∑
αβ

e2

|~relα − ~relβ |
− 1

2

∑
iα

Zie
2

|~ri − ~relα |
, (2)

Hi =
∑
i

~Pi
2Mi

+ U({~ri}). (3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæå-
íèÿõ ÿäåð îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ U({~ri}), ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùèå îò êîîðäè-
íàò ÿäåð. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ U ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ýëåêòðîííîé
ïîäñèñòåìû. Ïåðåõîä ê ïîëíîñòüþ êëàññè÷åñêîìó îïèñàíèþ ìíîãîàòîìíîé ñèñòåìû ñîîò-
âåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î ìàëîñòè äëèíû âîëíû äå Áðîéëÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì
ìåæ÷àñòè÷íûì ðàññòîÿíèåì â ñèñòåìå, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè íå ñëèøêîì íèçêèõ
òåìïåðàòóð äëÿ áîëüøèíñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, èñêëþ÷àÿ ñàìûå ëåãêèå.

Òàêèì îáðàçîâ, äèíàìèêà N âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ ìîæåò ïðèáëèæåííî îïèñû-
âàòüñÿ ñèñòåìîé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

mi
d2~ri
dt2

= ~Fi(~r1, . . . , ~rN ), i = 1, .., N, (4)

èëè

mi
d~vi
dt

= ~Fi(~r1, . . . , ~rN ),
d~vi
dt

= ~v, (5)

ãäå mi, ~ri è ~vi � ìàññà, êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü i-îé ÷àñòèöû, i = 1, .., N , ~Fi � ñèëà, äåé-
ñòâóþùàÿ íà íåå, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

~Fi(~r1, . . . , ~rN ) = −∂U(~r1, . . . , ~rN )
∂~ri

. (6)

Ôóíêöèÿ U îáóñëàâëèâàåò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà èññëåäóåìîé ñèñòåìû è çàäàåòñÿ èñõîäÿ
èç îïðåäåëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ ìåæàòîìíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ýëåêòðîííîé
ïîäñèñòåìû âîçìîæíû ëèøü äëÿ ñèñòåì ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö (äî íåñêîëüêèõ ñîòåí).
Â ÌÄ ðàñ÷åòàõ áîëüøèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå

U(~r1, . . . , ~rN ) =
N∑
i<j

u2(~ri, ~rj) +
N∑

i<j<k

u3(~ri, ~rj , ~rk) + . . . . (7)
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Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èíåðòíûõ ãàçîâ) äîñòàòî÷íî ó÷è-
òûâàòü ëèøü ýôôåêòèâíûé ïàðíûé âêëàä â ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ. Òî÷íîñòü îïèñàíèÿ
ñâîéñòâ ïîëóïðîâîäíèêîâ è ìåòàëëîâ ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ïðè ó÷åòå ìíîãî÷àñòè÷íûõ
êîìïîíåíò (ñì., íàïðèìåð, [64�68]).

Ïðè îïðåäåëåíèè êîíêðåòíîãî òèïà ôóíêöèè U çà÷àñòóþ ñòðåìÿòñÿ ó÷åñòü ðåçóëüòàòû
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: îïèñàíèå ïðèòÿæåíèÿ íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ r−6 â ïîòåíöèàëå Ëåííàðäà-Äæîíñà, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò äèñïåðñèîííîìó
(âàí-äåð-âààëüñîâñêîìó) âçàèìîäåéñòâèþ àòîìîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ U íà-
õîäèòñÿ ïîëíîñòüþ ýìïèðè÷åñêè èç óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ íàáîðà õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì è/èëè ðåçóëüòàòàì êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ [69�73].
Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåùåñòâ ìîãóò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ îäèíàêîâîé òî÷íîñòü
îïèñàíû íå îäíèì, à öåëûì ñåìåéñòâîì ïîòåíöèàëîâ [74].

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè. Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ñõåìû, â êîòîðûõ îøèá-
êà àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé d2~ri/dt

2 ïðîõîäèò ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà

~ri(t+ ∆t)− 2~ri(t) + ~ri(t−∆t)
∆t2

= ~Fi(t). (8)

ãäå ∆t�øàã ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîñòåéøåé òàêîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ ñõåìà Ýéëåðà
ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì

~vi(t+ ∆t) = ~vi(t) +
~Fi(t)
mi

∆t ~ri(t+ ∆t) = ~ri(t) + ~vi(t+ ∆t)∆t. (9)

Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Âåðëå â ñêîðîñòíîé ôîðìå (âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè):

~vi(t+ ∆t
2 ) = ~vi(t) +

~Fi(t)
mi

∆t
2

~ri(t+ ∆t) = ~ri(t) + ~vi(t+ ∆t
2 )∆t (10)

~vi(t+ ∆t) = ~vi(t+ ∆t
2 ) +

~Fi(t+ ∆t
2 )

mi

∆t
2
,

Îïòèìàëüíîñòü ñõåì òèïà (8) - (10) ïî ñîîòíîøåíèþ òî÷íîñòü � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü áûëà
âûÿñíåíà â ñåðèè ðàáîò [75, 76], ãäå ïðîâåäåíû ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ýêîíîìè÷íî-
ñòè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñõåì ðàçíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ÌÄ. Äëÿ
ýòîãî áûëî íàéäåíî ÷èñëî îïåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ â ýòèõ ñõåìàõ íà åäèíèöó âðåìåíí�îé
äëèíû ÌÄ òðàåêòîðèè. Èäåþ ìîæíî ïîÿñíèòü íà ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îòðåçîê ÌÄ òðàåêòîðèè. Ïóñòü äëÿ åãî ðàñ÷åòà, íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ ñõåìû (10) òðåáóåòñÿ M1 øàãîâ. Ïóñòü òó æå òî÷íîñòü (ïî ôëóêòóàöèè ïîëíîé
ýíåðãèè) ìîæíî äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ ñõåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè çà M2 øà-
ãîâ. Î÷åâèäíî, M2 < M1. Îäíàêî ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèå ñèë (íàèáîëåå
çàòðàòíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû) ïîâòîðÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàç; îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî êàê m2. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé m2M2. Îêàçàëîñü, ÷òî
äëÿ ñòàíäàðòíûõ, áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì øàãîâ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ M1 < m2M2 (äëÿ ñõåìû (10) m1 = 1) äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ â [75, 76] ñõåì.
Ïîýòîìó ñõåìû òèïà (8) è îêàçàëèñü íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûìè äëÿ çàäà÷ ÌÄ. Ñèòóàöèÿ
ìåíÿåòñÿ, ëèøü êîãäà øàã ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ â ðàçû è áîëåå, òîãäà
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m2M2 < M1. Ò.å â ýòîì ñëó÷àå áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûìè îêàçûâàþòñÿ ñõåìû áîëåå âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Îäíàêî òàêèå òî÷íîñòè â ñòàíäàðòíûõ ÌÄ ðàñ÷åòàõ íå ïðèìåíÿþòñÿ
(ñì. òàêæå ðàçäåë 4.2). Äî ðàáîò [75, 76] îïòèìàëüíîñòü ñõåì òèïà (8) áûëà óãàäàíà èç
èíòóèòèâíî ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïðè âûáîðå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t íóæíî ó÷èòûâàòü òàêóþ ôèçè÷åñêóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó ñèñòåìû, êàê ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, âîçíèêàþùèõ â íåé. Äðóãîå ôèçè÷å-
ñêîå îãðàíè÷åíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæíà ìàëî ìåíÿòüñÿ íà
äëèíå, íà êîòîðóþ ñìåùàþòñÿ ÷àñòèöû çà âðåìÿ ∆t. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà íå óñðåäíåííàÿ,
à êàñàåòñÿ êàæäîé ÷àñòèöû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïåðåìåííûé øàã.

ÌÌÄ ìîæíî îòíåñòè ê êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòàì, ò.å. ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì, êî-
òîðûå, êàê è ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: ýêñïåðèìåíòàëüíóþ
óñòàíîâêó è ñðåäñòâà äèàãíîñòèêè. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå ïî ÷èñëåííûì ñõåìàì (8) - (10)
èëè ëþáîé èíîé äàåò íàì èñ÷åðïûâàþùèå ñâåäåíèÿ î òðàåêòîðèÿõ ÷àñòèö, ò.å. ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò èññëåäóåìóþ ñèñòåìó � ýòî åñòü àíàëîã ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè.

Ðàññ÷èòàííûå òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñîäåðæàò èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå,
âñå ñâåäåíèÿ î åå ñâîéñòâàõ. Âàæíî ëèøü íàó÷èòüñÿ èçâëåêàòü ýòè ñâåäåíèÿ, ò.å. ðàçðàáî-
òàòü ñðåäñòâà äèàãíîñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó èç ñâîéñòâ. Äëÿ ýòîé öåëè â ÌÌÄ
èñïîëüçóþòñÿ ñàìûå îáùèå, ñòðîãèå ñîîòíîøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è ôèçè÷åñêîé
êèíåòèêè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Òåìïåðàòóðó ÷àñòèö ìîæíî îïðåäåëèòü, ðàññ÷èòàâ èõ ñðåäíþþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ,
èëè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ÷àñòèö ïî ýíåðãèÿì (ñêîðîñòÿì). Ñîâïàäåíèå ìåæäó ñîáîé ðåçóëü-
òàòîâ ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ñèñòåìå óñòàíîâèëîñü ðàâíîâåñèå ïî ýòîìó
ïàðàìåòðó. Äàâëåíèå íàõîäèòñÿ èç âèðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (îäíàêî ñóùåñòâóþò íåðå-
øåííûå âîïðîñû [77, 78]), òåïëîåìêîñòü - êàê ðàçíîñòü ñðåäíåãî êâàäðàòà U è êâàäðàòà
ñðåäíåãî U è ò.ä. Êîýôôèöèåíòû ïåðåíîñà ðàññ÷èòûâàþòñÿ êàê ïî ôîðìóëàì Ãðèíà-Êóáî,
òàê è èç ñîîòíîøåíèé Ýéíøòåéíà-Ãåðöôåëüäà. Ñîâïàäåíèå ìåæäó ñîáîé ðåçóëüòàòîâ ýòèõ
äâóõ ñïîñîáîâ ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû è óñòàíîâëåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ â ñèñòåìå. Íåêîòîðûå âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì òîíêîñòè îáñóæäàþòñÿ íà ïðèìåðå
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè â [79] . Ïîäðîáíåå î ôîðìóëàõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà ñì.,
íàïðèìåð, [80]. Íåîáõîäèìîñòü àíàëèçà òî÷íîñòè äèàãíîñòèêè â ÌÌÄ òàêæå óêàçûâàåò íà
àíàëîãèþ ñ ðåàëüíûì ýêñïåðèìåíòîì.

ÌÌÄ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ôëóêòóàöèè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ýëåêòðîí-
èîííîé íåâûðîæäåííîé ïëàçìû, ãäå âîçìîæíû ôëóêòóàöèè ðàçíîé ïðèðîäû. Ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè íåèäåàëüíîé ðàâíîâåñíîé ïëàçìû ôàêòè÷åñêè â ðàìêàõ îäíîãî ðàñ÷åòà, êàê è â
ðåàëüíîé ïëàçìå, âîçíèêàþò âñå âèäû ôëóêòóàöèé. ÌÌÄ äàåò åäèíûé ïîäõîä ê ðàññìîò-
ðåíèþ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ, ïàðíûõ ýëåêòðîí-èîííûõ ôëóêòóàöèé,
ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â äëèííîâîëíîâûõ ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè è äðó-
ãèõ âîçìîæíûõ ôëóêòóàöèé. Îäíàêî äëÿ èçó÷åíèÿ ôëóêòóàöèé êàæäîãî òèïà òðåáóåòñÿ
ñâîÿ äèàãíîñòèêà. Â [81] ïðåäñòàâëåí ìåòîä äèàãíîñòèêè ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè. Ïàðíûå
ýëåêòðîí-èîííûå ôëóêòóàöèè (ïàðíûå ôëóêòóàöèè èëè ïðîñòî ïàðû) ðàññìîòðåíû â [82�
84]. Îáñóæäàåòñÿ, êàê ïàðíûå ôëóêòóàöèè ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè ñâÿçè è âðåìåíè æèçíè
è óìåíüøåíèè íåèäåàëüíîñòè ïåðåõîäÿò â ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñîîòíåñòè ñ âûñîêî-
âîçáóæäåííûìè àòîìàìè. Óòî÷íÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ÷àñòè ñïåêòðà, ïðèìûêàþùåé ê
ãðàíèöå èîíèçàöèè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÌÌÄ äà¼ò ïðåêðàñíîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
È ýòîò ôàêò íèêàê íå ìåíÿëñÿ ñ ãîäàìè, êîãäà, ïî ìåðå ðàçâèòèÿ êîìïüþòåðîâ ðàñøèðÿ-
ëèñü âîçìîæíîñòè ÌÌÄ, à â ñâÿçè ñ ïðîãðåññîì ýêñïåðèìåíòàëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàëà
áàçà äàííûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ. Âñ¼ ýòî ïîçâîëÿëî ñïåöèàëèñòàì, ðàáîòàâøèì â îáëàñòè ïðè-
ëîæåíèé ÌÌÄ, íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû.
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À òðåâîæíûé çâîíîê ïðîçâó÷àë óæå íà çàðå ðàçâèòèÿ ÌÌÄ. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû E = Ekin + U , ãäå Ekin =

∑N
i=1mi~v

2
i /2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû ÷àñòèö, ôëóêòóèðóåò ïðè ÌÄ ðàñ÷åòå. À â íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ñõåìàõ íàáëþ-
äàëñÿ äàæå äðåéô ïîëíîé ýíåðãèè E. Ïðàêòè÷åñêèé âûâîä áûë ñäåëàí ÷èñòî ýìïèðè÷åñêè,
áåç àíàëèçà ïðè÷èí: áûëè îòîáðàíû ñõåìû, îñíîâàííûå íà (8), êîòîðûå íå äàþò äðåéôà E
è â êîòîðûõ ôëóêòóàöèè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èìåþò
ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð. Ïðîñòåéøåé ñõåìîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ
ñõåìà Ýéëåðà (9). Ñõåìà Âåðëå (10) òàêæå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ñòàöèîíàð-
íîñòè E. Òîëüêî â [11] áûëî ñôîðìóëèðîâàíî îáùåå òðåáîâàíèå ê ðàçíîñòíûì ñõåìàì äëÿ
ÌÌÄ: îøèáêà â àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé äîëæíà áûòü ÷¼òíîé ïî âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìû (8) - (10) è èõ íåêîòîðûå âàðèàöèè ïîëó÷èëè ìàññîâîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå â ÌÌÄ áëàãîäàðÿ íå òîëüêî íàèáîëüøåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî çà-
äà÷ ÌÌÄ, íî è èõ ñòàöèîíàðíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîé ýíåðãèè E.

Îäíàêî ôàêò íåñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì óêàçàíèåì íà
òî, ÷òî òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ðàññ÷èòàííûå â ÌÌÄ, íå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Íüþòîíà,
ïîñêîëüêó äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äîëæíà áûëà áû ñîõðàíÿòüñÿ òîæäåñòâåí-
íî âäîëü òðàåêòîðèé, ïîëó÷åííûõ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíûé
ÌÌÄ îêàçàëñÿ íå ñîîòâåòñòâóþùèì åãî ïåðâîíà÷àëüíîìó çàìûñëó. Îäíàêî íà ýòî íåñîîò-
âåòñòâèå, â ñèëó �ïîáåäîíîñíîñòè� äîñòèæåíèé ÌÌÄ, äîëæíîãî âíèìàíèÿ íå îáðàùàëîñü.
Ôëóêòóàöèè ïîëíîé ýíåðãèè ðàññìàòðèâàëèñü êàê íåçíà÷èòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà è
èõ âåëè÷èíó óêàçûâàëè â ñâîèõ ïóáëèêàöèÿõ ëèøü íàèáîëåå àêêóðàòíûå ñïåöèàëèñòû.

1.2 ÌÌÄ êàê âûçîâ óñòîÿâøèìèñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ñòà-

òèñòè÷åñêîé ôèçèêè

Íà ïåðâîé ñòðàíèöå êóðñà [45] ñôîðìóëèðîâàí ïðåäìåò ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè êàê �èçó-
÷åíèå îñîáîãî òèïà çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ïîâåäåíèå è ñâîéñòâà ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèõ òåë, ò.å. òåë, ñîñòîÿùèõ èç êîëîññàëüíîãî êîëè÷åñòâà îòäåëüíûõ ÷àñòèö
� àòîìîâ è ìîëåêóë�. Çàòåì ñäåëàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

�Ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â ÷èñëå, ðàâíîì ÷èñëó ñòåïå-
íåé ñâîáîäû, è èíòåãðèðóÿ èõ, ìû ïðèíöèïèàëüíî ìîæåì ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùèå ñâå-
äåíèÿ î äâèæåíèè ñèñòåìû. Îäíàêî åñëè íàì ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé, õîòÿ
è ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íî îáëàäàþùåé êîëîññàëüíûì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ìåõàíèêè ìû ñòàëêèâàåìñÿ
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîñòàâèòü è ðåøèòü òàêîå æå ÷èñëî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìûì. Ñëåäóåò ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî åñëè áû äàæå è ìîæíî áûëî ïðîèíòåãðèðîâàòü â îáùåì âèäå ýòè óðàâíåíèÿ,
òî ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî áûëî áû ïîäñòàâèòü â îáùåå ðåøåíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
ñêîðîñòåé è êîîðäèíàò âñåõ ÷àñòèö.�

Ýòè óòâåðæäåíèÿ íàõîäÿòñÿ â ïðÿìîì ïðîòèâîðå÷èè ñ ïðåäìåòîì ÌÌÄ. Â ýòîì ìåòîäå
ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö â ÷èñëå, ðàâíîì
÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû, ýòè óðàâíåíèÿ ÷èñëåííî èíòåãðèðóþòñÿ, è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó-
÷àþòñÿ èñ÷åðïûâàþùèå ñâåäåíèÿ î äâèæåíèè ñèñòåìû è åå ñâîéñòâàõ. ÌÌÄ èìååò äåëî
ñ ñèñòåìîé, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è îáëàäàþùåé êîëîññàëüíûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Óæå èçâåñòíû ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ ñèñòåìû èç 300 ìèëëè-
àðäîâ ÷àñòèö [85], ò.å. ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû áîëåå îäíîãî òðèëëèîíà. Òàêèì îáðàçîì,
ïîêàçàíî, ÷òî ñîñòàâèòü è ðåøèòü òàêîå æå ÷èñëî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðàêòè÷å-
ñêè îñóùåñòâèìî. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïîäñòàâèòü â îáùåå ðåøåíèå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòåé è êîîðäèíàò âñåõ ÷àñòèö.
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Êàê áóäåò âèäíî èç ðàçäåëà 3.1, óòâåðæäåíèÿ [45] âñå æå èìåþò ãëóáîêèé ñìûñë, îäíàêî
ïî ñîâñåì èíûì ïðè÷èíàì.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàííûå â [45] çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî �ïðè âåñüìà áîëü-
øîì ÷èñëå ÷àñòèö ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ñâîåîáðàçíûå çàêîíîìåðíîñòè. Ýòè � òàê íàçû-
âàåìûå ñòàòèñòè÷åñêèå � çàêîíîìåðíîñòè, îáóñëîâëåííûå èìåííî íàëè÷èåì áîëüøîãî
÷èñëà ñîñòàâëÿþùèõ òåëî ÷àñòèö, íè â êàêîé ñòåïåíè íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ÷èñòî
ìåõàíè÷åñêèì çàêîíîìåðíîñòÿì. Èõ ñïåöèôè÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî îíè òå-
ðÿþò âñÿêîå ñîäåðæàíèå ïðè ïåðåõîäå ê ìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ äâèæåíèå ñèñòåì ñ îãðîìíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû ïîä÷èíÿåòñÿ òåì æå çàêîíàì ìåõàíèêè, ÷òî è äâèæåíèå ñèñòåì èç íåáîëüøîãî
÷èñëà ÷àñòèö, íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâûì
çàêîíîìåðíîñòÿì.�

ÌÌÄ ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü, ìîãóò èëè íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåð-
íîñòè ê ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì çàêîíîìåðíîñòÿì, â ÷åì ïðîÿâëÿåòñÿ èõ ñïåöèôè÷íîñòü, ÷òî
òàêîå �íåáîëüøîå� è �îãðîìíîå� ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ìû ê ýòîìó âåðíåìñÿ â ðàçäåëå
3.2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç [45], ýòî òî, ÷òî �âûâîäû è ïðåäñêàçàíèÿ î ïîâåäåíèè ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèõ òåë, êîòîðûå ïîçâîëÿåò äåëàòü ñòàòèñòèêà, èìåþò âåðîÿòíîñòíûé õà-
ðàêòåð. Ýòèì ñòàòèñòèêà îòëè÷àåòñÿ îò ìåõàíèêè (êëàññè÷åñêîé), âûâîäû êîòîðîé
èìåþò âïîëíå îäíîçíà÷íûé õàðàêòåð. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âåðîÿòíîñò-
íûé õàðàêòåð ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñàì ïî ñåáå îòíþäü íå ëåæèò â
ñàìîé ïðèðîäå ðàññìàòðèâàåìûõ åþ îáúåêòîâ, à ñâÿçàí ëèøü ñ òåì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû
ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâàíèè ãîðàçäî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà äàííûõ, ÷åì ýòî íóæíî áûëî áû
äëÿ ïîëíîãî ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ (íå òðåáóþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ êîîðäèíàò
è èìïóëüñîâ).�

ÌÌÄ ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü, ëåæèò èëè íå ëåæèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð ðåçóëüòàòîâ
êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â ñàìîé ïðèðîäå ðàññìàòðèâàåìûõ åþ îáúåêòîâ. Ýòîìó ïîñâÿùåí
ðàçäåë 3.3.

Ñëåäóþùåå ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå [45] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �êàê èçâåñòíî,
êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñàìà ïî ñåáå ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì íà-
ïðàâëåíèÿì âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè çàìåíå âðåìåíè
t íà −t, ïîýòîìó, åñëè ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò êàêîå-ëèáî äâèæåíèå, òî îíè æå äî-
ïóñêàþò è ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîå, ïðè êîòîðîì ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç
òå æå ñàìûå êîíôèãóðàöèè â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêàÿ ñèììåòðèÿ
äîëæíà ñîõðàíèòüñÿ è â îñíîâàííîé íà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñòàòèñòèêå.�

ÌÌÄ îñíîâàí íà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, îäíàêî îòñþäà åùå íå ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ
ÌÌÄ ñèììåòðè÷íû ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì íàïðàâëåíèÿì âðåìåíè. Èçâåñòíî, ÷òî ðåçóëü-
òàòû ÌÌÄ íàõîäÿòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ çàêîíîì âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè. Ìû ðàññìîòðèì
íèæå, êàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò íåîáðàòèìîñòü â ñòàòèñòèêå, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèÿõ
ÌÌÄ.

Èçëîæåííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðåäìåòå ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è åå îñíîâàííî-
ñòè íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, îá îãðîìíîì ÷èñëå àòîìîâ è ìîëå-
êóë, ñïåöèôè÷íîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé è èõ íåñâîäèìîñòè ê ìåõàíè÷åñêèì
çàêîíîìåðíîñòÿì, âåðîÿòíîñòíîì õàðàêòåðå ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, âñå ýòî
âõîäèëî â îáùåïðèíÿòóþ ïàðàäèãìó è òåêñò èç [45] ýòó ïàðàäèãìó âïîëíå îòðàæàåò.

Ðàçäâîåíèå íà÷èíàåòñÿ ëèøü â âîïðîñå î âîçíèêíîâåíèè íåîáðàòèìîñòè. Âûøå îòìå÷à-
ëîñü, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè âûâåñòè íåîáðàòèìîñòü èç îáðàòèìûõ óðàâíåíèé Íüþ-
òîíà äëÿòñÿ óæå áîëåå ñòà ëåò è íå ïðèíåñëè ðåçóëüòàòîâ. È íåñìîòðÿ íà ýòîò íåóòåøè-
òåëüíûé èòîã èìåííî îïîðà èñêëþ÷èòåëüíî íà óðàâíåíèÿ Íüþòîíà ÿâëÿëàñü, äà è ÿâëÿåòñÿ
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íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ïàðàäèãìû êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
Îäèí èç àâòîðîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû (Ã.Ý.Í.) ïðîâåë â 1998 ã. â êóëóàðàõ 20-îé Ìåæäó-

íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå â Ïàðèæå íåôîðìàëüíûé îïðîñ âåäóùèõ
ñïåöèàëèñòîâ, ó÷àñòâîâàâøèõ â êîíôåðåíöèè, ñðàçó ïîñëå äîêëàäîâ Ëèáîâèöà è Ïðèãîæè-
íà. È âñå îíè, áåç åäèíîãî èñêëþ÷åíèÿ, îòâåòèëè, ÷òî îíè ñêîðåå íà ñòîðîíå Ëèáîâèöà,
êîòîðûé ïûòàëñÿ ïðèâåñòè äîâîäû â ïîëüçó äîñòàòî÷íîñòè óðàâíåíèé Íüþòîíà äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðèãîæèí, êîòîðûé âûñêàçûâàë ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ òî÷êó çðåíèÿ, îêàçàëñÿ â îäèíî÷åñòâå. Òàê ÷òî òàêîé æå ìàðãèíàëüíîé (ñ òî÷êè
çðåíèÿ áîëüøèíñòâà ñïåöèàëèñòîâ) ÿâëÿåòñÿ è ïðèâîäèìàÿ â ñëåäóþùåì àáçàöå òî÷êà çðå-
íèÿ Ëàíäàó1.

Ñîãëàñíî [45], �âðÿä ëè ñôîðìóëèðîâàííûé òàêèì îáðàçîì çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðî-
ïèè âîîáùå ìîã áû áûòü âûâåäåí íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.� Åäèíñòâåííûé âû-
õîä Ëàíäàó âèäèò â ïðèâëå÷åíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïîñêîëüêó �êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà â
äåéñòâèòåëüíîñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñîäåðæèò íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâ-
ëåíèé âðåìåíè. Ýòà íåýêâèâàëåíòíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ñâÿçè ñ îñíîâíûì äëÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè ïðîöåññîì âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî îáúåêòà ñ ñèñòåìîé, ïîä-
÷èíÿþùåéñÿ ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Èìåííî, åñëè ñ
äàííûì êâàíòîâûì îáúåêòîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèñõîäÿò äâà ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ
(íàçîâåì èõ A è B), òî óòâåðæäåíèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ðåçóëüòàòà ïðî-
öåññà B îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà A, ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâî ëèøü â òîì
ñëó÷àå, åñëè ïðîöåññ A èìåë ìåñòî ðàíüøå ïðîöåññà B �(ñì. òàêæå [86] � 47). Çàìåòèì, ÷òî
ýòî ðàçâåðíóòîå ìíåíèå Ëàíäàó ïåðåêëèêàåòñÿ ñ áëèçêèì, íî î÷åíü êðàòêèì çàìå÷àíèåì
ôîí Íåéìàíà, ñäåëàííûì åùå â 1929 ã. [87], ñ. 337. Îäíàêî òàì æå ôîí Íåéìàí îòìåòèë,
÷òî îñòà¼òñÿ íåâûÿñíåííûì, èìååò ëè êàêîå-íèáóäü îòíîøåíèå íåîáðàòèìîñòü ïðîöåññà èç-
ìåðåíèÿ ê íåîáðàòèìîñòè ðåàëüíî ïðîèñõîäÿùåãî.

Ëàíäàó çàêëþ÷àåò îáñóæäåíèå ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè. �Òàêèì îáðàçîì, â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå èìååòñÿ ôèçè÷åñêàÿ íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëåíèé âðåìåíè, è
â ïðèíöèïå çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè ìîã áû áûòü åå ìàêðîñêîïè÷åñêèì âûðàæåíèåì.
Â òàêîì ñëó÷àå äîëæíî áûëî áû ñóùåñòâîâàòü ñî äåðæàùåå êâàíòîâóþ ïîñòîÿííóþ ~
íåðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî çàêîíà è âûïîëíÿþùååñÿ â ðåàëüíîì
ìèðå. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íèêîìó äå óäàëîñü ñêîëüêî-íèáóäü óáåäèòåëüíûì îá-
ðàçîì ïðîñëåäèòü òàêóþ ñâÿçü è ïîêàçàòü, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Âîïðîñ
î ôèçè÷åñêèõ îñíîâàíèÿõ çàêîíà ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè îñòàåòñÿ, òàêèì
îáðàçîì, îòêðûòûì.�

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ìíåíèå Ëàíäàó íå òîëüêî íå ÿâëÿåòñÿ ìàðãèíàëüíûì, à, íàîáîðîò, îñ-
íîâîïîëàãàþùå äëÿ íîâîé ïàðàäèãìû êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîýòîìó ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ÌÌÄ íèêàêèõ ïðîáëåì ñ íåîáðàòèìîñòüþ íå ñóùåñòâóåò: íåîá-
ðàòèìîñòü âîçíèêàåò ñàìà ñîáîé ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îáñóæäåíèè
êëàññè÷åñêîãî ÌÌÄ ìû ðàññìîòðèì, íå âîçíèêàþò ëè â ýòîì ìåòîäå êàêèå-òî ôàêòîðû,
êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå, ïóñòü òîëüêî êà÷åñòâåííîå, à íå êîëè-
÷åñòâåííîå, ìàëûì êâàíòîâûì ïîïðàâêàì ê êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Ýòîìó
ïîñâÿùåíû ðàçäåëû 3.4 è 3.5.

1Îäèí èç àâòîðîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû (Ã.Ý.Í.) ñïðîñèë îäíàæäû Å.Ì.Ëèôøèöà, ïî êàêèì èñòî÷íèêàì îíè
ñ Ë.Ä.Ëàíäàó ïèñàëè ýòîò ïàðàãðàô êíèãè. Íà ÷òî Åâãåíèé Ìèõàéëîâè÷ ýíåðãè÷íî îòâåòèë �ýòîò ðàçäåë
Äàó ïèñàë ñàì. Íàâåðíîå, ýòî áûëè åãî ñîáñòâåííûå ìûñëè�
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Ðèñ. 1: Ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè, ðàññ÷èòûâàåìîé â ÌÌÄ â
äâóìåðíîì ñëó÷àå (à) è äëÿ äâóìåðíîé ïðîåêöèè òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ (á). Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè
ïîêàçàíû íüþòîíîâñêèå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ÌÄ ñèñòåìû, ïðîõîäÿùèå âáëèçè íà÷àëüíîé êîíôè-
ãóðàöèè Γ0, íà êîòîðûå ïîïàäàåò ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè.

2 Ìîäåëü âåùåñòâà, êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ â ÌÌÄ

2.1 Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèé ÷àñòèö

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÌÌÄ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) èëè (5) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (~ro, ~vo) (òî÷êà â
6N -ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå), ãäå ~ro = (~ro1, . . . , ~r

o
N ) è ~vo = (~vo1, . . . , ~v

o
N ). Â ïðàêòè÷åñêè

âàæíûõ ñëó÷àÿõ ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêèå
ôóíêöèè êîîðäèíàò, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå (òðàåêòîðèÿ) (~rd(t), ~vd(t))
(d � îáîçíà÷àåò �äèíàìè÷åñêàÿ�) äëÿ äàííîé ñèñòåìû (4) èëè (5) è çàäàííîé íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè (~r0, ~v0). Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1 êðèâîé 0, íà÷èíàþùåéñÿ èç
òî÷êè Γ0.

Ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü íàéäåíî ëèøü
÷èñëåííî (íà÷èíàÿ ñ N ≥ 3) íà îñíîâå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè (ñì., ðàçäåë 1.1).
Çàäàííûé òèï ñõåìû è øàã èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ
{~rn(∆tk), ~vn(∆tk), k = 0, 1, . . .} (n � îáîçíà÷àåò �÷èñëåííàÿ�). Êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1 ëîìàíîé ëèíèåé, îáîçíà÷åííîé áóêâàìè ÌÄ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî â ñèëó ïðèáëèæ¼ííîñòè ðåøåíèÿ óæå ñëåäóþùàÿ ïîñëå òî÷êè Γ0 òî÷êà 1 íå ëåæèò
íà èñõîäíîé òðàåêòîðèè 0. ×åðåç òî÷êó 1 ìîæíî ïðîâåñòè äðóãóþ òðàåêòîðèþ � òî÷íîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (4), � îáîçíà÷åííóþ öèôðîé 1. Òî÷êà 2 ïîïàäàåò íà íîâóþ íüþòîíîâñêóþ
òðàåêòîðèþ 2 è ò.ä. Íà ñõåìàòè÷íîì ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû åùå äâå òî÷êè íà ÌÄ òðàåêòîðèè
è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íüþòîíîâñêèå òðàåêòîðèè 3 è 4. Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíèè 0,1,2,3 è 4 íå
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Èç ðèñ. 1 ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, êàê ïðîèñõîäèò ïðîöåäóðà �îãðóáëåíèÿ� íüþòîíîâñêîé
òðàåêòîðèè â ÌÌÄ. À èìåííî �îãðóáëåíèå� íåîáõîäèìî äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåîáðàòèìîñòè
- âîïðîñ, ê ðàçíûì àñïåêòàì êîòîðîãî ìû åùå áóäåì âîçâðàùàòüñÿ.

Âñå òî÷êè íà ÌÄ òðàåêòîðèè îïèñûâàþòñÿ ÷èñëàìè, ÷èñëî çíàêîâ êîòîðûõ êîíå÷íî,
îäíî è òî æå è îïðåäåëÿåòñÿ èñïîëüçóåìûì êîìïüþòåðîì. Âñå îñòàëüíûå òî÷êè íà òðà-
åêòîðèÿõ 0-4 ÿâëÿþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè, ïîñêîëüêó îíè ïðèíàäëåæàò ãèïîòåòè÷åñêèì
òî÷íûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé Íüþòîíà (4). Èìåííî ïîýòîìó òî÷êè 0-4 è âñå ïî-
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Ðèñ. 2: Ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ â ëèíåéíîì ìàñøòàáå ðàçáåãàíèÿ ÌÄ òðàåêòîðèé (ïîêàçàíû
ïóíêòèðîì) ïî îòíîøåíèþ ê ãèïîòåòè÷åñêîìó òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ 0).
ÌÄ òðàåêòîðèè ðàññ÷èòàíû ñ ìîíîòîííî óâåëè÷èâàþùåéñÿ òî÷íîñòüþ ïðè ïåðåõîäå îò òðàåêòîðèè
1 ê òðàåêòîðèè 5 (à) è ñ îäíîé è òîé æå òî÷íîñòüþ äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé 1-5 (á). Êàê òðàåêòîðèÿ
0, òàê è òðàåêòîðèè 1-5 èìåþò îäíè è òå æå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Γ0. Ìîìåíòû îòêëîíåíèÿ ÌÄ
òðàåêòîðèé îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âðåìåíàì äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè tm â
ñëó÷àå (à) è îäíîìó è òîìó æå âðåìåíè tm â ñëó÷àå (á). Ìàñøòàá âûáðàí ëèíåéíûì, ïîýòîìó
ñîâïàäåíèå ÌÄ òðàåêòîðèé è òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ó÷àñòêå 0 < t < tm èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé âñå åùå î÷åíü ìàëà, õîòÿ è ýêñïîíåíöèàëüíî
âîçðàñòàåò (ñì. ðèñ. 13).

ñëåäóþùèå òî÷êè íà ÌÄ òðàåêòîðèè îêàçûâàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè ê ðàçíûì ðåøåíèÿì
ñèñòåìû óðàâíåíèé Íüþòîíà (4). Ñàì ïî ñåáå ýòîò ôàêò íå áûë áû ñòðàøåí, ìîæíî ñêàçàòü,
äàæå çàóðÿäåí äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, åñëè áû ýòè ðåøåíèÿ îñòàâàëèñü â ïåðâîíà÷àëüíî
ìàëîé ε-îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè 0. Îäíàêî â ñèëó Ëÿïóíîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íüþòîíîâ-
ñêèå òðàåêòîðèè, ðàññ÷èòàííûå èç áëèçêèõ ê òî÷êå Γ0, íî íå ñîâïàäàþùèõ ñ íåé íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçáåãàþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïðè ïåðåõîäå ê òî÷êàì 2, 3 è ò.ä. ýô-
ôåêò òîëüêî óñèëèòñÿ. Ïîýòîìó ÌÄ òðàåêòîðèÿ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óõîäèòü îò òî÷íîé
òðàåêòîðèè 0.

Íà ðèñ. 1à ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåí äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ íåãî
áîëüøèíñòâî ÌÄ òðàåêòîðèé, ðàññ÷èòàííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
àïïðîêñèìàöèé íå áóäóò ïåðåñåêàòü íüþòîíîâñêîå ðåøåíèå 0 è â ñðåäíåì ìîíîòîííî óäà-
ëÿòüñÿ îò íåãî. Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ (ðèñ. 1á) êàæóùèåñÿ ïåðåñå÷åíèÿ âîçìîæíû, îòðå-
çîê 23 íå ïåðåñåêàåò òðàåêòîðèþ 0, à ëåæèò ñçàäè íåå. Ïðè ýòîì ÌÄ òðàåêòîðèè â òðåõìåð-
íîì ñëó÷àå òîæå â ñðåäíåì ìîíîòîííî óäàëÿþòñÿ îò òðàåêòîðèè 0. Ïîñêîëüêó ðàçáåãàíèå
íüþòîíîâñêèõ òðàåêòîðèé 0,1,2,3,4 è ò.ä. ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñ ïîêàçàòåëåì â âèäå
Ê-ýíòðîïèè, òîò æå õàðàêòåð ðàçáåãàíèÿ ñ òåì æå çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ìîæíî îæèäàòü
â ñðåäíåì è äëÿ ÌÄ òðàåêòîðèé, áëóæäàþùèõ ïî íüþòîíîâñêèì òðàåêòîðèÿì.

Åñëè î ðàçáåãàíèè íüþòîíîâñêèõ òðàåêòîðèé ñóùåñòâóåò òîëüêî îáùåå óòâåðæäåíèå, òî
ðàçáåãàíèå ÌÄ òðàåêòîðèé ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíî íåïîñðåäñòâåííî (ðèñ. 13).

Ïóñòü (~ri(t), ~vi(t)) îáîçíà÷àåò 1-þ òðàåêòîðèþ è (~r′i(t), ~v
′
i(t)) îáîçíà÷àåò 2-þ òðàåêòîðèþ,

ðàññ÷èòàííóþ èç ñëàáî âîçìóùåííîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè. Óñðåäíåííûå îòëè÷èÿ êî-
îðäèíàò (ñêîðîñòåé) ïåðâîé è âòîðîé òðàåêòîðèè â ñîâïàäàþùèå ìîìåíòû âðåìåíè:

〈
∆r2(t)

〉
=

1
N

N∑
i=1

(~ri(t)− ~r′i(t))2, (11)
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〈
∆v2(t)

〉
=

1
N

N∑
i=1

(~vi(t)− ~v′i(t))2, (12)

áóäóò âîçðàñòàòü ñî âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî:〈
∆r2(t)

〉
= A exp(Kt),

〈
∆v2(t)

〉
= B exp(Kt), tl < t < tm (13)

ãäå tl íåêîòîðîå ïåðåõîäíîå âðåìÿ (ïîðÿäêà îáðàòíîé ÷àñòîòû ìåæ÷àñòè÷íûõ ñîóäàðåíèé),
A, B è tl çàâèñÿò îò ñòåïåíè âîçìóùåíèÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè (

〈
∆r2(0)

〉
,
〈
∆v2(0)

〉
),

K � çíà÷åíèå Ê-ýíòðîïèè (ýíòðîïèÿ Êðûëîâà-Êîëìîãîðîâà, óñðåäíåííûé ïî ôàçîâîìó
ïðîñòðàíñòâó ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà). ×åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè

tm ≈
1
K

ln

(
6kBT
m

1
B

)
(14)

ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ,
〈
∆r2(t)

〉
∼

ρ−2/3 è
〈
∆v2(t)

〉
∼ v2

th, ãäå ρ � ïëîòíîñòü, vth =
√

3kBT/m � òåïëîâàÿ ñêîðîñòü. Ðàçáåãà-
íèå íà áîëüøóþ âåëè÷èíó äëÿ

〈
∆v2(t)

〉
óæå íåâîçìîæíî. Õàðàêòåð ðàçáåãàíèÿ ïðè ýòîì

èçìåíÿåòñÿ:
〈
∆r2(t)

〉
ïåðåõîäèò â äèôôóçèîííûé ðåæèì, à

〈
∆v2(t)

〉
âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå: 〈
∆r2(t)

〉
= 6D(t− tm) +

〈
∆r2(tm)

〉
, (15)〈

∆v2(t)
〉

= 2
〈
v2
〉

= 2vth, (16)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
Ïðèìåð ðàñ÷åòà ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 13 äëÿ Ëåííàðä-Äæîíñîâñêîé

ñèñòåìû. Â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïîòåíöèàëà â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäîáíûì îáåçðàçìåðèâàòü âñå âåëè÷èíû, âûðàæàÿ èõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîìáèíàöèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà σ, ε è ìàññû ÷àñòèö m, - â òàê íàçûâàåìûõ, Ëåííàðä-
Äæîíñîâñêèõ åäèíèöàõ. Ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû, òàêèì îáðàçîì, áóäóò âûðàæàòüñÿ â
åäèíèöàõ ε, äëèíû - â σ, äàâëåíèå - â ε/σ3, à âðåìÿ - â (mσ2/ε)1/2. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ
ïåðåâîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ, íàïðèìåð, äëÿ àðãîíà ñîñòàâëÿþò: σ = 0.3405 íì, ε = 119.8,
m = 6, 63 ∗ 10−26 êã. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíèöà âðåìåíè (mσ2/ε)1/2 = 2.16 ïñ (òàêîâ æå
ìàñøòàá ïåðèîäîâ êîëåáàíèé àòîìîâ â êðèñòàëëå).

Âðåìÿ tm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðåìÿ ïàìÿòè, ò.å. âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ÌÄ ñèñòå-
ìà ïîìíèò òîò ôàêò, ÷òî íà÷àëüíûå êîíôèãóðàöèè íà îáåèõ òðàåêòîðèÿõ áûëè áëèçêè â
ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Òàê æå êàê A è B, âðåìÿ ïàìÿòè tm çàâèñèò îò ñòåïåíè íà÷àëüíîãî
âîçìóùåíèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (11) � (16) ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 13, ãäå ïðåäñòàâëåíî ðàç-
áåãàíèå äâóõ òðàåêòîðèé, ðàññ÷èòàííûõ èç îäíèõ òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íî ñ ðàçíûìè
øàãàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t è ∆t′.

Ââåäåì âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè tdm, êîòîðîå õàðàêòåðèçîâàëî áû ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè, çà êîòîðûé òåðÿåòñÿ êîððåëÿöèÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè
{~rn(∆tk), ~vn(∆tk)} è òî÷íûì ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) èëè (5)
äëÿ òîé æå íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè {~rd(t), ~vd(t)}. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ tdm ïðîâî-
äÿòñÿ ðàñ÷¼òû tm ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè ∆t è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ∆t′: ∆t/2, ∆t/5,
∆t/10 è ò.ä. (ðèñ. 3). Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå tm ïðè (∆t/∆t′)→ 0 åñòü âðåìÿ tdm äëÿ äàííîé
ñõåìû è âûáðàííîãî øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t. Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè tdm ñèñòåìà ÷àñòèö ïîëíîñòüþ "çàáûâàåò"ñâîè íà÷àëüíûå

13



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
2

3

4

5
t'm

Δt' / Δt

Δt = 0.001

1

2

3

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü tm îò ∆t′/∆t äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ∆t: 1 � ∆t = 0.01, 2 � 0.005, 3 � 0.001, 4
� 0.0005, 5 � 0.0001 (êðàéíèå ëåâûå òî÷êè íà ëèíèÿõ 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò ∆t′ = 0.00001); (N = 64,
ρ = 0.5, T = 0.44, ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà).
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü Ê-ýíòðîïèè îò ÷èñëà ÷àñòèö N äëÿ ρ = 0.5, T = 0.44.

óñëîâèÿ, è ðàññ÷èòûâàåìàÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ òåðÿåò âñÿêóþ êîððå-
ëÿöèþ ñ èñõîäíîé íüþòîíîâñêîé òðàåêòîðèåé. Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû â [88] äëÿ
ïîòåíöèàëà âíåäðåííîãî àòîìà.

2.2 Ê-ýíòðîïèÿ è âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè

Ðàñ÷åòû òèïà ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 13 è 3 ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ Ê-ýíòðîïèè
è âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè äëÿ âñåõ èíòåðåñóþùèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî
çíà÷åíèÿ K-ýíòðîïèè ñëàáî çàâèñÿò îò N [89], íà÷èíàÿ ñ N ∼ 10, ðèñ. 4.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì äëÿ çíà÷åíèÿ K-ýíòðîïèè ÿâëÿþòñÿ
ñèëüíûå áëèçêèå ñòîëêíîâåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, òî æå èìååò ìåñòî è äëÿ âðåìåíè ïàìÿòè.
Ïðè ýòîì âåëè÷èíà K ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé (êàê äàâëåíèå, êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè è äðóãèå ñâîéñòâà) èññëåäóåìîé ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö è íå çàâèñèò îò òî÷-
íîñòè è ñõåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèÿ tdm îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîñòîÿíèåì è
ñâîéñòâàìè ñèñòåìû, òàê è òî÷íîñòüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðèâåäåì çàâèñèìîñòü Ê-ýíòðîïèè êðèñòàë-
ëà è æèäêîñòè, ðàññ÷èòàííóþ äëÿ Ëåííàðä-Äæîíñîâñêîé ñèñòåìû ïðè N = 4000 â [90]
äëÿ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ äî ãðàíèö óñòîé÷èâîñòè. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü K-
ýíòðîïèè ñèñòåìû îò ïëîòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèÿõ è òåìïåðàòóðàõ: 1 è
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ÏÂÌË, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚ı ËÁ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ Ò ‡ÁÌ˚ÏË ¯‡„‡ÏË ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„Ë-
Ó‚‡ÌËfl. ÑÓ ‚˚ıÓ‰‡ Ì‡ ÛÓ‚ÂÌ¸ Ì‡Ò˚˘ÂÌËfl 2〈v2〉
‚Ó ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ˝‚ÓÎ˛ˆËË ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ˝ÍÒÔÓÌÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì˚È Û˜‡ÒÚÓÍ (ÒÏ. ËÒ. 8‡), ÓÚÍÛ‰‡ Ë ‚˚˜ËÒÎfl-
ÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ K-˝ÌÚÓÔËË

èÓÏËÏÓ ̋ ÚÓ„Ó, ‚ÂÏfl ‚˚ıÓ‰‡ ‰‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ì‡
Ì‡Ò˚˘ÂÌËÂ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ÂÏfl “Á‡·˚‚‡ÌËfl” Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚‚Ó‰flÚ ÔÓÌflÚËÂ
‚ÂÏÂÌË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡ÏflÚË tm (·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ
ÒÏ. ‚ [28]) 

ç‡ ËÒ. 9 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË K-˝ÌÚÓ-
ÔËË ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ù‡ÁÓ-
‚˚ı ÒÓÒÚÓflÌËflı Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ı, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚Â Ì‡
‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ˚ı Û˜‡ÒÚÍ‡ı ÍËÒÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍÓÈ (1, 2, 3) Ë
ÊË‰ÍÓÈ (4, 5, 6) Ù‡Á. ÇÂÏfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡ÏflÚË
ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÂÌ¸¯ËÏ ‚ ÊË‰ÍÓÒÚË, ‡
K-˝ÌÚÓÔËfl, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÏÂÌ¸¯Â ‰Îfl ÍËÒÚ‡ÎÎ‡. ç‡
ËÒ. 8‡ Ì‡ÍÎÓÌ˚ “ÊË‰ÍÓÒÚÌ˚ı” ÎËÌËÈ ÏÂÌ¸¯Â ÓÚ-
ÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, ̃ ÂÏ Ì‡ÍÎÓÌ˚ “ÍËÒÚ‡ÎÎË-
˜ÂÒÍËı”, K-˝ÌÚÓÔËfl ‚ ÊË‰ÍÓÒÚË ÏÂÌflÂÚÒfl ÒÎ‡·Ó.
êËÒ. 9 ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ K-˝ÌÚÓÔËË ÒË-
ÒÚÂÏ˚ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ·ÎËÁÓÒÚË ÂÂ Í „‡ÌËˆÂ
ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚË, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.
ëÔËÌÓ‰‡ÎË Í‡Í ÊË‰ÍÓÒÚË, Ú‡Í Ë ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ ÔÓıÓ-

∆V2 t( )〈 〉 Kt( ).exp∝

‰flÚ ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ Ï‡ÎÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë “Ó·˚‚‡˛Ú”
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÍË‚˚Â K–ρ. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÍËÒÚ‡Î-
Î‡ K-˝ÌÚÓÔËfl ÏÂÌflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Ë ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ
Ò ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ Í ÒÔËÌÓ‰‡ÎË. ÑÎfl ÊË‰ÍÓÒÚË ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÏÓÌÓ-
ÚÓÌÌÓÈ: ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÒÓÍËı ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ı K
ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ Ï‡ÍÒËÏÛÏ. 

ÇÂÏfl ÊËÁÌË ÒËÒÚÂÏ˚ ‰Ó ÂÂ ‡ÁÛ¯ÂÌËfl (ÔÓfl‚-
ÎÂÌËfl Á‡Ó‰˚¯‡ ÍËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡) ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ËÏ (‰ÂÒflÚÍË Ë ÒÓÚÌË Ú˚Òfl˜ ¯‡-
„Ó‚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl) Ë ˜‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ
‚ÂÏfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡ÏflÚË ÒËÒÚÂÏ˚. íÓ„‰‡ Ë
ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒËÒÚÂÏ ÏÌÓ„Ëı ̃ ‡ÒÚËˆ Í ‡Á-
·Â„‡ÌË˛ Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÔË ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ËÁÏÂÌÂ-
ÌËË Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÏfl ÊËÁÌË Ì‡
ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‚ÁflÚÓÈ åÑ-Ú‡ÂÍÚÓËË, ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÊÂ,
ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ Ë ÏÂÌflÂÚÒfl Ò ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó
ÏËÍÓÒÓÒÚÓflÌËfl, ¯‡„‡ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËfl, ̃ ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔÓˆÂÒÒ ‡ÁÛ-
¯ÂÌËfl ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ Ì‡ ÒÚÓÎ¸ ·ÓÎ¸¯Ëı ‚ÂÏÂÌ‡ı
ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï èÛ‡ÒÒÓÌÓ‚ÒÍËÏ ÔÓ-
ˆÂÒÒÓÏ, ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl Á‡Ó‰˚¯‡ Ò‚Âı-
ÍËÚË˜ÂÒÍËı ‡ÁÏÂÓ‚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÓÚÂÁÍÛ
‚ÂÏÂÌË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Á‡ ÒËÒÚÂÏÓÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl
Í‡Ê‰ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ù‡ÁÓ‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÓÊÌÓ,
‚‡¸ËÛfl ̄ ‡„ ËÎË ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌflfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â
ÛÒÎÓ‚Ëfl, Ì‡·‡Ú¸ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ ÔÓ ‚ÂÏÂÌ‡Ï ‡ÒÔ‡‰‡
Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‚ÂÏfl ÊËÁÌË „ÓÏÓ„ÂÌ-
ÌÓÈ Ù‡Á˚, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ Ò ·ÎËÁÓÒÚ¸˛ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Í
„‡ÌËˆÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚. ç‡ ˝ÚÓÏ Ë ·‡ÁËÛ-
˛ÚÒfl ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂÚÓ‰˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÒÚ‡·ËÎ¸-
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êËÒ. 8. ìÒÂ‰ÌÂÌÌ˚Â ÔÓ ÒËÒÚÂÏÂ (N = 4000, Rcut = 10,
T = 0.5) ‡ÁÎË˜Ëfl ÒÍÓÓÒÚÂÈ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ
ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚Â ÔË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı Ò ‡ÁÌ˚ÏË ¯‡„‡ÏË ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌ-
ÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl. 1 – ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ˚È ÍËÒÚ‡ÎÎ, ρ = 0.84 –
0.94; 2 – ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸, ρ = 0.81–0.90; 3 – ÌÂ-
‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ˚È ÍËÒÚ‡ÎÎ, ρ = 0.82 (‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ‡Ò˜ÂÚ‡
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËfl).
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êËÒ. 9. á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ K-˝ÌÚÓÔËË ÓÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ ÔË
‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ı. äËÒÚ‡ÎÎ: 1 – T = 0.5, 2 –
T = 1.2, 3 – T = 2.0; ÊË‰ÍÓÒÚ¸: 4 – T = 0.5, 5 – T = 1.2,
6 – T = 2.0.

Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòü K-ýíòðîïèè îò ïëîòíîñòè ρ ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ: êðèñòàëë (1) è
æèäêîñòü (2) ïðè T = 0.5; êðèñòàëë (3) è æèäêîñòü (4) ïðè T = 1.2; êðèñòàëë (5) è æèäêîñòü (6)
ïðè T = 2.0.

2 ñîîòâåòñòâóþò òåìïåðàòóðå T = 0.5; 3 è 4 - T = 1.2; 5 è 6 - T = 2.0. Ðàññ÷èòàíû îíè íà
ðàâíîâåñíûõ (óñòîé÷èâûõ è ìåòàñòàáèëüíûõ) ó÷àñòêàõ êðèñòàëëè÷åñêîé (1, 3, 5) è æèäêîé
(2, 4, 6) ôàç. Âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè â æèäêîñòè îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøèì,
à ñîîòâåòñòâåííî, K-ýíòðîïèÿ, íàîáîðîò, ìåíüøå äëÿ êðèñòàëëà. K-ýíòðîïèÿ â æèäêîñòè,
â îòëè÷èå îò êðèñòàëëà, ìåíÿåòñÿ ñëàáî. Ðèñ. 5 äåìîíñòðèðóåò èçìåíåíèå K-ýíòðîïèè ñè-
ñòåìû â çàâèñèìîñòè îò áëèçîñòè åå ê ãðàíèöå ñòàáèëüíîñòè, òî åñòü, â äàííîì ñëó÷àå îò
ïëîòíîñòè. Ñïèíîäàëè êàê æèäêîñòè, òàê è êðèñòàëëà ïðîõîäÿò â îáëàñòè îòíîñèòåëüíî
íèçêèõ ïëîòíîñòåé è "îáðûâàþò"ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå K − ρ. Â ñëó÷àå êðèñòàëëà K-
ýíòðîïèÿ ìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî è âîçðàñòàåò ñ ïðèáëèæåíèåì ê ñïèíîäàëè. Äëÿ æèäêîñòè
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàâèñèìîñòü îêàçûâàåòñÿ íåìîíîòîííîé: ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïå-
ðàòóðàõ K ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì.

Ïåðâûå ðàñ÷åòû ýêñïîíåíöèàëüíîé ðàñõîäèìîñòè ÌÄ òðàåêòîðèé è çíà÷åíèé Ê-ýíòðîïèè
áûëè ïðîâåäåíû â [28] (ñì. òàêæå [22, 34, 91]). Â [35] âîïðîñ î ëÿïóíîâñêîé ðàñõîäèìîñòè
íå çàòðàãèâàëñÿ.

2.3 Ñâÿçü ìåæäó ôëóêòóàöèåé ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, Ê-ýíòðîïèåé è

âðåìåíåì äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè. Ýíòðîïèÿ. Âðåìÿ ðàñöåïëåíèÿ êîð-

ðåëÿöèé

Âåëè÷èíà Ktdm ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Òàêîé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç (13) - (16), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A ∼ (∆t)n, ãäå n îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ñõåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî â ìîìåíò
âðåìåíè t = tdm

6kBT/m = 2〈v2〉 = 〈∆v2(tdm)〉 = A exp(Ktdm), (17)

ëîãàðèôìèðóÿ (17), ïîëó÷àåì

Ktdm = −n ln(∆t) + const, (18)

èëè â äðóãîé ôîðìå
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Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû Ktdm îò îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû
〈∆E2〉1/2/E è øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t: êðåñòû - Ëåííàðä-Äæîíñîâñêàÿ ñèñòåìà N = 64, ρ = 0.5,
T = 0.44; ðîìáû - íåèäåàëüíàÿ ïëàçìà [93] (ïëàçìå ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îñü ïî ýíåðãèÿì).

K(tdm1 − tdm2) = n ln(∆t2/∆t1), (19)

ãäå tdm1 è tdm2 � âðåìåíà ïàìÿòè äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ∆t1 è ∆t2. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå (19)
íå çàâèñèò íè îò òåìïåðàòóðû, íè îò ïëîòíîñòè, íè îò ñïåöèôèêè èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèåì ïðèáëèæåííîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ è òî, ÷òî ïîñòîÿí-
ñòâî ýíåðãèè E èìååò ìåñòî ëèøü â ñðåäíåì. Çíà÷åíèå E îò øàãà ê øàãó ôëóêòóèðóåò
îêîëî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ, ðàññ÷èòûâàåìàÿ â ìåòîäå ÌÄ, ëåæèò íå
íà ïîâåðõíîñòè E = const, êàê äîëæíî áûëî áû áûòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íüþòî-
íà. Ýòà òðàåêòîðèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ â íåêîòîðîì ñëîå òîëùèíû ∆E > 0 îêîëî ïîâåðõíîñòè
E = const [11, 34]. Çíà÷åíèå ∆E îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ è ñõåìîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ [11, 34, 60, 75, 76, 92], ïðè÷åì 〈∆E2〉 ∼ ∆tn. Èç (18) è (19) ñëåäóåò, ÷òî

Ktdm = − ln(〈∆E2〉) + const, (20)

K(tdm1 − tdm2) = ln[〈∆E2
2〉/〈∆E2

1〉]. (21)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ Ëåííàðä-Äæîíñîâñêîé ñèñòåìû [23, 24] è äëÿ íåèäåàëüíîé ïëàç-
ìû [93], èëëþñòðèðóþùèå âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (18) - (21) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6 - 8.

Âèäíî õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ôîðìóëàìè (20) è (21). Âûðàæåíèå (21) ñâÿçûâàåò Ê-ýíòðîïèþ
è âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ñ óðîâíåì øóìîâ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Ýòî âûðàæåíèå
ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèÿì [94�97].

Â ëèòåðàòóðå [40] âåëè÷èíà K èñòîëêîâûâàåòñÿ êàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè S â
ðåçóëüòàòå äèíàìè÷åñêîãî ïåðåìåøèâàíèÿ òðàåêòîðèé, à âåëè÷èíå K−1 ïðèïèñàí ñìûñë
âðåìåíè ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé τ (ñì. òàêæå [10, 98] ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîïîñòàâèòü ýòè
óòâåðæäåíèÿ ñ ÌÌÄ íàïîìíèì âêðàòöå ðàññóæäåíèÿ [10, 40, 98].

Ýíòðîïèÿ S ðàâíîâåñíîé ïîäñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [40]

S = kB ln ∆Γ, (22)
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Ktdm îò îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèè ïîëíîé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû: êðóæêè - Ëåííàðä-Äæîíñîâñêàÿ ñèñòåìà (ñõåìà 2-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè), êðåñòû -
íåèäåàëüíàÿ ïëàçìà, ðîìáû - Ëåííàðä-Äæîíñîâñêàÿ ñèñòåìà (ñõåìà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè). Ïóíê-
òèð ñîîòâåòñòâóåò (20).
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Ðèñ. 8: Çàâèñèìîñòü K(tdm1 − tdm2) îò 〈∆E2
2〉/〈∆E2

1〉 è øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t: Ëåííàðä-
Äæîíñîâñêàÿ ñèñòåìà N = 64, ρ = 0.5, T = 0.44.
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ãäå ∆Γ � ðàçìåð òîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïîäñèñòåìà ïðîâîäèò â ðàâíîâåñèè
ïî÷òè âñå âðåìÿ. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ íåêîòîðîãî ìàëîãî, ïåðâîíà÷àëüíî êîìïàêòíîãî
ýëåìåíòà ôàçîâîãî îáúåìà ∆Γ0. Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ

∆Γ0(t) = ∆Γ0. (23)

Îäíàêî ñòðóêòóðà ôàçîâîãî îáúåìà ìåíÿåòñÿ. Òðàåêòîðèè, èìåâøèå â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé áëèçêèå òî÷êè âíóòðè ∆Γ0, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçáåãàþòñÿ.
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà îáúåìà ñîõðàíÿåòñÿ, åãî ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå èçðåçàííîé,
ðàñòÿíóòîé è ñ ïóñòîòàìè âíóòðè. Îãèáàþùàÿ ýòîé ñòðóêòóðû îãðàíè÷èâàåò âñå áîëüøèé
îáúåì ∆Γ(t). Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé òèïà ∆Γ(t) = (4/3)πr3, èç (13) ñëåäóåò îöåíêà

∆Γ(t) = ∆Γ0 exp(ht), (24)

ãäå h ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ K-ýíòðîïèåé. Èç ôîðìóë (22) è (24) âèäíî,
÷òî h ∼ K - ýòî äåéñòâèòåëüíî ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ýíòðîïèè â ðåçóëüòàòå äèíàìè÷åñêîãî
ïðîöåññà ïåðåìåøèâàíèÿ òðàåêòîðèé [10, 40, 98].

Èç íàøèõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî âðåìÿ tdm ìîæíî èñòîëêîâûâàòü êàê âðåìÿ, â
òå÷åíèå êîòîðîãî ôàçîâûé îáúåì ∆Γ(t) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ∆Γmax,
à ýíòðîïèÿ S = kB ln ∆Γ(t) � ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî òîé ðàâíîâåñ-
íîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ â ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîì ðàñ÷åòå, è ÿâ-
ëÿåòñÿ �îãðóáëåííîé� â ñèëó îøèáîê ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè âðåìÿ
äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè åñòü âðåìÿ ïîëíîãî çàïîëíåíèÿ ôàçîâîãî îáúåìà, â êîòîðîì áëóæ-
äàåò ôàçîâàÿ òî÷êà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ÌÄ ÿ÷åéêó ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå T . Â òå÷åíèå
êàæäîãî èç ïîñëåäóþùèõ îòðåçêîâ ýòîé òðàåêòîðèè äëèòåëüíîñòüþ tdm ïðîöåäóðà ïîëíîãî
çàïîëíåíèÿ ôàçîâîãî îáúåìà ∆Γmax ïîâòîðÿåòñÿ âíîâü è âíîâü.

Ïî ñìûñëó ðàñ÷åòà tdm åñòü è âðåìÿ ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé (â òåðìèíàõ [40]), ò.å.
τ = tdm . Âèäíî, ÷òî âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ [40], ÷òî τ = K−1, çíà÷åíèÿ K−1 è tdm ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ âåñüìà ñèëüíî. Ïîìèìî êîëè÷åñòâåííîãî, ìåæäó K−1 è tdm åñòü è ïðèíöèïèàëü-
íîå îòëè÷èå. Âðåìÿ K−1 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé èññëåäóåìîé ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö è
íå çàâèñèò îò òî÷íîñòè è ñõåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíà tdm, íàïðîòèâ, çàâè-
ñèò îò òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåò ôóíêöèþ
ïðîöåäóðû îãðóáëåíèÿ.

Â [40] ââîäèëñÿ ïàðàìåòð îãðóáëåíèÿ ε è ïðåäëàãàëîñü â êîíöå âûâîäà óñòðåìèòü ε ê
íóëþ. Ïðè ýòîì ïîëàãàëîñü, ÷òî ðåçóëüòàò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà äëÿ âðåìåíè ðàñöåïëåíèÿ
êîððåëÿöèé íå çàâèñèò îò ε è îñòàåòñÿ êîíå÷íûì äëÿ ε→ 0. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî [40],
K(tdm1− tdm2) = 0 äëÿ âðåìåíè ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé ïðè ìàëûõ ε è îò óðîâíÿ øóìîâ íå
çàâèñèò.

Â ÌÌÄ ðîëü ε âûïîëíÿåò òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç ñîîòíîøåíèé (18)
- (21) è ðèñ. 6 - 8 âèäíî, ÷òî, â îòëè÷èå îò [40], tdm →∞ ïðè ε→ 0. Ïðè ýòîì, êàê è â [40],
Ê-ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà îãðóáëåíèÿ ïðè
ε→ 0.

2.4 Âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïàìÿòè

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà åùå îñòàâëÿþò íåêîòîðóþ íàäåæäó, ÷òî óâåëè÷èâàÿ òî÷-
íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, âñå æå ìîæíî áóäåò óäëèíÿòü òðàåêòîðèþ, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óðàâíåíèÿì Íüþòîíà, ïóñòü è ëîãàðèôìè÷åñêè ìåäëåííî. Îäíàêî ïðè ýòîì âîç-
íèêàåò åùå îäèí ôàêòîð, îãðàíè÷èâàþùèé ýòó íàäåæäó. Äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

18



0 20 40 60
10-60

10-50

10-40

10-30

10-20

10-10

1

t

1

2

3

0 20 40 60
10-60

10-50

10-40

10-30

10-20

10-10

1

t

1

2

3

<Δv2><Δr2>

Ðèñ. 9: Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t ðàçáåãàíèÿ êîîðäèíàò
〈
∆r2(t)

〉
è ñêîðîñòåé

〈
∆v2(t)

〉
äëÿ äâóõ

òðàåêòîðèé, ðàññ÷èòàííûõ èç îäíèõ è òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè ðàçíîì ïîðÿäêå ñóììèðî-
âàíèÿ ñóìì âèäà (25). Ïðèâîäÿòñÿ äàííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: 1 � �oat PC (4 áàéòà), 2 � double Cray SV1 (8 áàéò), 3 � long double PC
(8 áàéò), 4 � long double Cray SV1 (16 áàéò). Äëÿ ñëó÷àÿ íàèáîëüøåé òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ÷è-
ñåë (ñëó÷àé 4) ïóíêòèðîì ïîêàçàíû ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçáåãàíèÿ îòäåëüíûõ
÷àñòèö â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t: maxi ∆r2i (t) è maxi ∆v2

i (t) (i = 1, ..N).

âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå êîíå÷íîé òî÷íîñòè ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë [99, 100]. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà i-þ ÷àñòèöó
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâ âñåõ åå ñîñåäåé

~Fi =
ni∑
k=1

~Fijk , jk ∈ Gi, (25)

ãäå Gi � óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ. Ñòðóêòóðà Gi çàâèñèò îò àëãîðèòìà
ñîðòèðîâêè ÷àñòèö ïðè ðàñ÷åòå ñèë. Ïðè ñóììèðîâàíèè íà êîìïüþòåðå ñ êîíå÷íîé òî÷íî-
ñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë (ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ) ðàçëè÷íûå ïîðÿä-
êè ñóììèðîâàíèÿ â (25) äàþò ðàçëè÷íûé ðåçóëüòàò ~Fi.

Îøèáêè ÷èñëåííîãî îêðóãëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëàáûì íåêîíòðîëèðóåìûì èñòî÷íèêîì âîç-
ìóùåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ÌÄ òðàåêòîðèè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà
áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà èñêóññòâåííîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ïðè ñóììèðîâàíèè â
(25). Ïóòåì ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ â (25) ðåàëèçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû îøèáîê îêðóãëåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ~Fi.

Ïóñòü äâå òðàåêòîðèè {~r1(∆tk), ~v1(∆tk), k = 0, 1, . . .} è {~r2(∆tk), ~v2(∆tk), k = 0, 1, . . .}
ðàññ÷èòûâàþòñÿ èç îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè, ñ ïîìîùüþ îäíîé è òîé æå
÷èñëåííîé ñõåìû, ïðè îäíîì è òîì æå øàãå ∆t, íà îäíîì è òîì æå êîìïüþòåðå, íî ïîðÿäîê
ñóììèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñóìì âèäà (25) ðàçíûé. Òðàåêòîðèè ðàçáåãàþòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíî, òàê êàê îøèáêè îêðóãëåíèÿ äåéñòâóþò êàê èñòî÷íèêè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ.
Áóäåì íàçûâàòü âðåìÿ ïàìÿòè â ýòîì ñëó÷àå âðåìåíåì âû÷èñëèòåëüíîé ïàìÿòè tcm. Ýòî
âðåìÿ çàâèñèò îò òî÷íîñòè ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å., íàïðè-
ìåð, ðàçëè÷íûì òèïàì äàííûõ â ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++: �oat, double, long double
(ñì. ðèñ. 9).

Âåëè÷èíà tcm îïðåäåëÿåò âðåìÿ ïîòåðè êîððåëÿöèè ðàññ÷èòàííîé òðàåêòîðèè è ãèïî-
òåòè÷åñêîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îäíîé è òîé æå íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè. Èç óñëîâèÿ tdm = tcm ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó øàãà ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé ìîæåò îáåñïå÷èòü íàèáîëüøåå âðåìÿ ñîõðàíåíèÿ êîððåëÿöèè
ÌÄ òðàåêòîðèè ñ èñòèííîé íüþòîíîâñêîé òðàåêòîðèåé äëÿ çàäàííîé ìàøèííîé òî÷íîñòè
è êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû. Äëÿ çíà÷åíèé øàãîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçó-
þùèõñÿ â ðàñ÷åòàõ (ïîðÿäêà îò 1/100 äî 1/1000 îáðàòíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÷àñòèö â ÌÄ
ñèñòåìå) âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ëèøü â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå âðåìåíè âû÷èñëèòåëü-
íîé ïàìÿòè tdm < tcm.
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Ðèñ. 10: Ïðåäïîëàãàåìîå îãðàíè÷åíèå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé Ktdm äëèíîé ÷èñëà â êîìïüþòåðå: 1, 2
è 3 Ñîîòâåòñòâóþò àà, àá è àâ äåñÿòè÷íûì çíàêàì. 4 âçÿòî èç ðèñ. 7.

Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ïðåäïîëàãàåìîãî îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé
ïàìÿòè êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îá-
ðàçîì, êîíå÷íàÿ òî÷íîñòü ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îêîí÷àòåëüíî
õîðîíèò ïåðñïåêòèâó â îáîçðèìîì áóäóùåì �òî÷íî� ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ Íüþòîíà
íà âðåìåíàõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ÌÌÄ.

2.5 Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ÌÌÄ

Ðàçáåãàíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 13 â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Âèäíî, ÷òî â òå÷åíèå
ïî÷òè âñåãî âðåìåíè, ìåíüøåãî tm, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçáåãàíèÿ ìàëà è â ëèíåéíîì
ìàñøòàáå ðàçáåãàíèå ñòàëî áû çàìåòíûì òîëüêî âáëèçè âðåìåíè tm. Ýòà ñèòóàöèÿ â ëèíåé-
íîì ìàñøòàáå ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà íà ðèñ. 2, ãäå öèôðîé 0, êàê è íà ðèñ. 1, îáîçíà÷åíà
íüþòîíîâñêàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé Γ0. Â îòëè÷èå îò ðèñ. 1, ãäå ïîêàçàíà
òîëüêî îäíà ÌÄ òðàåêòîðèÿ, íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ïÿòü ÌÄ òðàåêòîðèé ïðè òåõ æå íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Γ0; èõ ëîìàíûé õàðàêòåð ïðè ýòîì ñãëàæåí èç-çà î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà
èçîáðàæåííûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 2à òðàåêòîðèè 1-5 ðàññ÷èòàíû ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ òî÷íîñòüþ çà ñ÷åò, íàïðèìåð,
óìåíüøåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t, èëè óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñõåìû ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ï. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì óâåëè÷èâàþòñÿ è çíà÷åíèÿ tdm. Îòìåòèì,
÷òî çíà÷åíèå tdm ðàñòåò ëîãàðèôìè÷åñêè ìåäëåííî ñ ðîñòîì òî÷íîñòè (ïàðàãðàô 2.3). Ìåä-
ëåííîñòü ðîñòà tdm ñõåìàòè÷íî òàêæå îòðàæåíà íà ðèñ. 2à.

Íà ðèñ. 2á òðàåêòîðèè 1-5 ðàññ÷èòàíû ñ îäíîé è òîé æå òî÷íîñòüþ çà ñ÷åò, íàïðèìåð,
ïðèìåíåíèÿ ðàçíûõ ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, èëè ñ ðàç-
íûì ïîðÿäêîì ñóììèðîâàíèÿ ñèë â (6) (ïàðàãðàô 2.4) è ò.ï. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ tdm
îêàçûâàåòñÿ îäíèìè è òåìè æå äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé 1-5.

Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò î÷åíü âàæíóþ îñîáåííîñòü ÌÌÄ. Ýòîò ìåòîä áûë çàäóìàí êàê
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Îäíàêî âìåñòî åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàííûì
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì Γ0, ÌÌÄ, â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ,
äà¼ò ïó÷îê òðàåêòîðèé, èñõîäÿùèõ èç Γ0. È ê òîìó æå ýòè ÌÄ òðàåêòîðèè ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà â òå÷åíèå âðåìåíè tdm. Ïðè ýòîì, îäíàêî, äëÿ âðåìåí, ìåíüøèõ
tdm, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðàêòè÷åñêè, â ëèíåéíîì ìàñøòàáå âñå æå äîñòèãàåòñÿ.
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Ôàêò, ÷òî ÌÌÄ ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òîëüêî äëÿ êîðîòêèõ
îòðåçêîâ âðåìåíè τ , îòìå÷àëñÿ â [21, 22, 101]. Îäíàêî îòêðûòûì îñòàâàëñÿ âîïðîñ î òîì,
ïî÷åìó ÌÌÄ äîñòèãàåò ñòîëü óñïåøíûõ ðåçóëüòàòîâ ïóòåì óñðåäíåíèé ïî òðàåêòîðèÿì,
äëèíû êîòîðûõ íà ïîðÿäêè ïðåâûøàþò âåëè÷èíó τ , õîòÿ â [22] óæå áûë óêàçàí ïóòü ê
îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ. Òåì âðåìåíåì ïðîäîëæàëè ïîâòîðÿòüñÿ óòâåðæäåíèÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [6, 32, 33, 101�103], ÷òî ÌÌÄ ìîäåëèðóåò ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü, ò.å. ÷òî ÌÄ
òðàåêòîðèè ëåæàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî-
âòîðÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî åñëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ êîððåêòíî, òî ÌÄ òðà-
åêòîðèè äîëæíû áûòü îáðàòèìûìè âî âðåìåíè [6]. Èç âñåãî ýòîãî ñëåäîâàëà è íåÿñíîñòü
â âîïðîñå, êàêèå æå àëãîðèòìû ñëåäóåò âûáèðàòü äëÿ ÌÄ ðàñ÷åòîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîå
ïîñòðîåíèå òåîðèè êëàññè÷åñêîãî ÌÌÄ áûëî íà÷àòî â [11, 22, 34, 60, 104].

Èç ðèñ. 2 è ñòîÿùèõ çà íèì âû÷èñëåíèé íåèçáåæíî ñëåäóåò íåîáðàòèìîñòü òðàåêòîðèé,
ðàññ÷èòûâàåìûõ â ÌÌÄ, åñëè äëèòåëüíîñòü òðàåêòîðèé ïðåâûøàåò âðåìÿ tdm. ×òîáû â
ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ðàñ÷åò ïðÿìîé òðàåêòîðèè ñ îäíèì øàãîì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, à îáðàòíîé - ñ äðóãèì. Ðàçëè÷èå øàãîâ äîñòàòî÷íî õîòü â ïîñëåäíåì çíàêå,
à èñïîëüçîâàòü ìîæíî ëþáóþ ñõåìó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîâòîðÿåì, ÷òî äëèíà
òðàåêòîðèè äîëæíà áûòü áîëüøå tdm äëÿ âûáðàííûõ ñõåìû è øàãà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðàáîòó [59], âûïîëíåííóþ ïî çàêàçó Ëèáîâèöà. Åå àâòîðû, ê ñîæà-
ëåíèþ, ïîäìåíèëè ïîíÿòèå îáðàòèìîñòè òðàåêòîðèè îáðàòèìîñòüþ ÌÄ àëãîðèòìà. Ðàíåå
àíàëîãè÷íàÿ îøèáêà áûëà ñîâåðøåíà â [105]. Ïî ýòîìó ïîâîäó åùå â [11] áûëî çàìå÷åíî,
÷òî ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî òðàåêòîðèè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì, îáðàòèìû; ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, åñëè äëÿ îáðàùåíèÿ òðàåêòîðèè èñïîëüçîâàòü íå
îäíó, êîíå÷íóþ òî÷êó òðàåêòîðèè �âïåðåä�, à íåñêîëüêî, ÷òî è ïðåäëàãàëîñü â [59, 105].Åñëè
æå èñïîëüçîâàòü ëèøü îäíó êîíå÷íóþ òî÷êó, êàê òîãî òðåáóåò çàäà÷à Êîøè, òî äëÿ ëþáîé
ðàçíîñòíîé ñõåìû òðàåêòîðèè íå âîçâðàùàþòñÿ â ñèëó íåóñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ÌÌÄ íåâîçìîæíî íàéòè äâå ñîñåäíèå òî÷êè, ïðè-
íàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå íüþòîíîâñêîé òðàåêòîðèè. Àâòîðû [59] ìîãëè áû óáåäèòüñÿ â
íåîáðàòèìîñòè ÌÄ òðàåêòîðèé è ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì, èçìåíèâ äëÿ îáðàòíîé òðàåêòîðèè
âåëè÷èíó øàãà.

Âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè èíîãäà íàçûâàþò òàêæå ãîðèçîíòîì ïðåäñêàçóåìîñòè. Â
ìàòåìàòè÷åñêè ðîäñòâåííîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å ïðîãíîçà ïîãîäû ãîðèçîíò ïðåäñêàçóå-
ìîñòè îãðàíè÷èâàåò âðåìÿ íàäåæíîãî ïðîãíîçà ïîãîäû [25�27]. Ïðåäñêàçàíèå òðàåêòîðèé
àòîìîâ âîçìîæíî â ïèêîñåêóíäíîì èíòåðâàëå, ïðîãíîçà ïîãîäû � ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äíåé,
ò.å. ðàçíèöà â ñåìíàäöàòü ïîðÿäêîâ, íî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðèðîäà îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñêàçóå-
ìîñòè îäíà è òà æå.

Èìååòñÿ è ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà. Â ïðîãíîçå ïîãîäû ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò îäíà åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ è îòêëîíåíèå ðåàëüíîé òðàåêòîðèè îò ïðåäñêàçàííîé
â ñèëó íåîæèäàííîãî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ âîñïðèíèìàåòñÿ øèðîêîé ïóáëèêîé êàê îøèáêà
ïðåäñêàçàíèÿ. Â ÌÌÄ æå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå îòäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, à
ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî ïîëíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òðàåêòîðèé. À ýòîò ðåçóëüòàò îêàçûâà-
åòñÿ óñòîé÷èâûì, ÷òî è ïðåäîïðåäåëèëî òðèóìôàëüíûé óñïåõ ÌÌÄ.

Óìåñòíî â ýòîì ìåñòå óêàçàòü è íà ðàçíèöó ìåæäó ïðîáëåìàìè ÌÌÄ è äèíàìè÷åñêîãî
õàîñà [40, 42, 43, 61�63]. Ïîä äèíàìè÷åñêèì õàîñîì ïîíèìàåòñÿ �íåðåãóëÿðíîå, àïåðèîäè-
÷åñêîå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ (äâèæåíèå) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåå îñíîâíûìè
ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïàðàäîêñàëüíîñòü âûâîäà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýòî äâè-
æåíèå âîçíèêàåò â îòñóòñòâèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè� [106]. Òî åñòü â çàäà÷å äèíàìè÷åñêîãî õàîñà ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ òðà-
åêòîðèÿ. Òðàåêòîðèÿ æå, ðàññ÷èòûâàåìàÿ â ÌÌÄ, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé. Îíà çàâèñèò
îò ñõåìû è øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äàæå îò èñïîëüçóåìîãî ñóïåðêîìïüþòåðà.
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Îäíàêî ïîâòîðÿåì, ÷òî ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ
ïî ïîëíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òðàåêòîðèé. À îí íå çàâèñèò íè îò ñõåìû, íè îò øàãà ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, íè îò ñóïåðêîìïüþòåðà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà ìîæíî îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðè óñðåäíåíèè óæå ïî îäíîé äèíà-
ìè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ñòðîãî ñîõðàíÿþùåé ýíåðãèþ, òî òåì áîëåå ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ äî-
ñòèãàþòñÿ â ÌÌÄ ïðè óñðåäíåíèè ïî àíñàìáëþ òðàåêòîðèé, ñîõðàíÿþùèõ ýíåðãèþ ëèøü
â ñðåäíåì è ðàñïîëîæåííûõ â ãèïåðñëîå E ± 〈∆E〉 (ñì. ïàðàãðàô 2.3).

2.6 Íåãàìèëüòîíîâîñòü è ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë ÌÌÄ: óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ â ÌÌÄ è ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèé àíñàìáëü

Ïåðåéä¼ì ê âûâîäàì, êîòîðûå ìîæíî ñäåëàòü èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïðèíöèïèàëüíûõ
îñîáåííîñòåé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ÌÌÄ.

Ïåðâûé âûâîä [11] ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÌÌÄ äëÿ ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì � ýòî ìåòîä, êîòî-
ðûé: i) ñîõðàíÿåò íüþòîíîâñêóþ äèíàìèêó òîëüêî íà âðåìåíàõ ìåíüøå tdm è ii) ïðîâîäèò
ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì âäîëü ÌÄ òðàåêòîðèè.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îöåíêà, ÷òî òî÷íîñòü óñðåäíåíèÿ â ÌÄ íå õóæå, ÷åì
((tdm)/(t0))(1/2), ãäå t0 - äëèòåëüíîñòü ÌÄ òðàåêòîðèè.

Ñîïîñòàâëåíèå çíà÷åíèé âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè àâ-
òîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñêîðîñòè (ÀÊÑ) ïîêàçûâàåò, îáëàñòü, êîãäà çíà÷åíèÿ ÀÊÑ ïðå-
âûøàþò 10−1, ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíàì, ìåíüøèì âðåìåíè ïàìÿòè tdm. Òàêèì îáðàçîì, êîððå-
ëÿöèè â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè êîððåëÿöèÿìè, ñëåäóþùèìè èç óðàâíåíèé
Íüþòîíà. Êîððåëÿöèè äëÿ õâîñòà ÀÊÑ ïîïàäàþò â òó âðåìåííóþ îáëàñòü, êîãäà äèíàìè-
÷åñêàÿ ïàìÿòü î íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ óæå íå ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. ýòè êîððåëÿöèè èìåþò óæå
íå äèíàìè÷åñêóþ, à ñòîõàñòè÷åñêóþ ïðèðîäó.

Ïðåäñòàâëÿëî áû èíòåðåñ èññëåäîâàòü, âëèÿåò ëè èçìåíåíèå âðåìåíè ïàìÿòè ïðè óâå-
ëè÷åíèè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà õàðàêòåð êîððåëÿöèé â îáëàñòè ïåðåõîäà
îò äèíàìè÷åñêèõ ê ñòîõàñòè÷åñêèì êîððåëÿöèÿì. Â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ýòà çàäà-
÷à íå î÷åíü ïðîñòà. Èç ôîðìóë (20) è (21) è ðèñ. 6 è 8 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà tm ëèøü
ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñòåò ñ ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èìåþùèåñÿ
âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ∆E òîëüêî íà 5 ïîðÿäêîâ äàæå ïðè
èñïîëüçîâàíèè ðàôèíèðîâàííûõ ÷èñëåííûõ ñõåì [75, 76, 92]. Ýòî óâåëè÷èëî áû tm ëèøü
âäâîå. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ êîððåëÿöèé âñå ðàâíî áû ñîõðàíèëàñü â òîì
âðåìåííîì èíòåðâàëå, ãäå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÀÊÑ [107].

Âòîðîé âûâîä [11, 34, 60] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ïîëó÷àåìûå
ÌÌÄ, âñëåäñòâèå âîçäåéñòâèÿ ÷èñëåííûõ îøèáîê ôàêòè÷åñêè ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì

mi
d~vi
dt

= ~Fi(~r1, . . . , ~rN ) + η(t),
d~vi
dt

= ~v + ξ(t), (26)

äëÿ ñõåì ñ ÿâíûì âû÷èñëåíèåì ñêîðîñòè íà êàæäîì øàãå èëè

mi
d2~ri
dt2

= ~Fi(~r1, . . . , ~rN ) + z(t), i = 1, .., N, (27)

äëÿ ñõåì ñ íåÿâíûì âû÷èñëåíèåì ñêîðîñòè. Âåëè÷èíû ξ, η (èëè z) åñòü äîïîëíèòåëüíûå
ñëàãàåìûå, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (4) èëè (5), äëÿ êîòîðûõ ξ = η = z ≡ 0. Óðàâíåíèÿ (27), äîïîëíåííûå ïðîöåäó-
ðîé âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè, ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì (26), ξ̇ + η = z. Êàê ïîä÷åðêíóòî â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îøèáêè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ èç îøèáîê ñõåìû
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è îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ξ, η è z ìîæíî ââåñòè âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå, ò.å.
èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è ò.ä.

Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, íîñÿùèõ ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, äåëàåò ñèñòåìû
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (26) èëè (27) íåêîíñåðâàòèâíûìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû äðåéô ïîëíîé
ýíåðãèè îòñóòñòâîâàë, à å¼ ôëóêòóàöèè íîñèëè ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ðàáîòà ñèëû z â ñðåäíåì ðàâíÿëàñü íóëþ

〈zẋ〉 = 0. (28)

Èç (28) ñëåäóåò òðåáîâàíèå íà ÷åòíîñòü àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé [11, 34, 60].
Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) èëè (5) ÿâëÿëàñü áû ãèïîòåòè÷åñêàÿ ôàçî-

âàÿ òðàåêòîðèÿ ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû Γ = Γ(t; Γ0), ãäå Γ = (~r1, .., ~rN , ~v1, .., ~vN ) � òî÷êà
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, Γ0 = Γ(0) � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Ïðè ýòîì âäîëü òðàåêòî-
ðèè ñîõðàíÿëàñü áû ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû E = Ekin + U = const. Ìíîæåñòâî ôàçîâûõ
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâîâàëî áû ìèêðîêàíîíè÷åñêîìó NV E àíñàìáëþ.

Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè E âäîëü ÌÄ
òðàåêòîðèè íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé â ñòðîãîì ñìûñëå, à ôëóêòóèðóåò îêîëî íåêîòîðîãî
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Âåëè÷èíà ôëóêòóàöèé

〈
∆E2

〉
çàâèñèò îò âûáðàííîãî øàãà ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ è îáû÷íî îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà,
〈
∆E2

〉1/2
/E . 0.1%. Îäíàêî íàðóøåíèå

óñëîâèÿ E = const ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ÌÄ ñèñòåìû.
Ïîýòîìó íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî NV E àíñàìáëÿ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î

ñòàòèñòè÷åñêîì àíñàìáëå îñîáîãî âèäà NV [E ±
〈
∆E2

〉1/2] � àíñàìáëå ÌÌÄ .
Òàêèì îáðàçîì, òðåòüèì ÿâëÿåòñÿ âûâîä î íåãàìèëüòîíîâîñòè ÌÄ ñèñòåì. Â ðàáî-

òå [108] îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå íà íåãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû ïûëåâûõ ÷àñòèö â ïûëåâîé
ïëàçìå: ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ôîí, êîòîðûé âëèÿåò íà äèíàìèêó ïûëåâûõ
÷àñòèö è ñîçäàåòñÿ ñòîëêíîâåíèÿìè ýëåêòðîíîâ, èîíîâ è àòîìîâ ïëàçìû ñ ïûëåâûìè ÷à-
ñòèöàìè. Íà ñàìîì äåëå, ïûëåâàÿ ïëàçìà íè÷åì èñêëþ÷èòåëüíûì â ýòîì îòíîøåíèè íå
ÿâëÿåòñÿ. Êàê ìû âèäåëè, ñòîõàñòè÷åñêèé ôîí ñîçäàåòñÿ óæå íà óðîâíå îøèáîê ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (èõ ôèçè÷åñêèå àíàëîãè ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå â ïàðàãðàôå 3.4) è
ìîæåò áûòü òîëüêî óñèëåí äðóãèìè ôàêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ìîëåêóë, àòîìîâ, èîíîâ è ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ íåãàìèëüòîíîâîé. Ïðèáëèçèòåëüíàÿ
ãàìèëüòîíîâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü íà âðåìåíàõ, ìíîãî ìåíüøèõ âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé
ïàìÿòè.

3 Ýñêèç íîâîé ïàðàäèãìû êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôè-

çèêè

Ïðîâåäÿ èñ÷åðïûâàþùåå, êàê íàì êàæåòñÿ, âûÿñíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ êëàññè÷åñêîãî
ÌÌÄ, ìû ñôîðìóëèðîâàëè òåì ñàìûì òó ìîäåëü âåùåñòâà, êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè èññëåäó-
åòñÿ â ÌÌÄ. Ïîñêîëüêó ýòà ìîäåëü ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñî âñåìè èçâåñòíûìè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïåðåéäåì ê âûâîäàì, êîòîðûå ñëåäóþò èç àíàëèçà ýòîé ìîäåëè.
Â ýòîì ðàçäåëå âåðíåìñÿ ê âîïðîñàì, ïîñòàâëåííûì â ïàðàãðàôå 1.2. Ïîïûòàåìñÿ äàòü íà
íèõ îòâåòû, ñôîðìóëèðîâàâ ïðè ýòîì ïóíêòû ïðåäëàãàåìîé íîâîé ïàðàäèãìû êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
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3.1 Íåâîçìîæíîñòü ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ Íüþòîíà íà âðåìåíàõ, áîëüøèõ âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿ-

òè

Óòâåðæäåíèÿ [45] ÷òî �ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â ÷èñëå,
ðàâíîì ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû, è èíòåãðèðóÿ èõ, ìû ïðèíöèïèàëüíî ìîæåì ïîëó÷èòü
èñ÷åðïûâàþùèå ñâåäåíèÿ î äâèæåíèè ñèñòåìû�, è ÷òî �åñëè íàì ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ
ñèñòåìîé, õîòÿ è ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íî îáëàäàþùåé êîëîñ-
ñàëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ìåõàíèêè
ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîñòàâèòü è ðåøèòü òàêîå æå ÷èñëî äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìûì �,
ÿâëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè ïðàâèëüíûìè. Íî íå ïîòîìó, ÷òî ÷èñëî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñëèøêîì âåëèêî èëè ÿêîáû ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî ïîäñòàâèòü â îáùåå ðåøåíèå
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòåé è êîîðäèíàò âñåõ ÷àñòèö. Âñå ýòî â êëàññè÷åñêîì ÌÌÄ
óñïåøíî äåëàåòñÿ. Óæå äàæå äëÿ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ òðèëëèîíàìè ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Äåëî â äðóãîì. Íåâîçìîæíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé Íüþòîíà â òå÷åíèå âðåìåí,
òðåáóåìûõ äëÿ óñðåäíåíèÿ, äàæå äëÿ òðåõ ÷àñòèö, ïîñêîëüêó âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè
ìíîãî ìåíüøå òðåáóåìîãî âðåìåíè óñðåäíåíèÿ. Êëàññè÷åñêèé ÌÌÄ, â ñèëó ñâîåãî ÷èñëåí-
íîãî õàðàêòåðà, ðåøàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé, íåñêîëüêî îòëè÷íóþ îò óðàâíåíèé Íüþòîíà.
Òðàåêòîðèè ÷àñòèö, îïðåäåëÿåìûå â ÌÌÄ, áëèçêè ê òðàåêòîðèÿì, ñëåäóþùèì èç óðàâíå-
íèé Íüþòîíà ëèøü â òå÷åíèå âðåìåíè, ìåíüøåãî âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè. Ïîñëåäíåå
äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî êðàòêîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ êîððåëÿöèé.
ÌÌÄ äëÿ ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì � ýòî ìåòîä, êîòîðûé i) ñîõðàíÿåò íüþòîíîâñêóþ äèíàìèêó
òîëüêî íà âðåìåíàõ ìåíüøå tm è ii) ïðîâîäèò ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì âäîëü ÌÄ òðàåêòîðèè.

Óæå çäåñü âîçíèêàåò óêàçàíèå íà íåîáðàòèìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÌÌÄ.
Íåóäèâèòåëüíî , ÷òî ðåçóëüòàòû ÌÌÄ êàê êà÷åñòâåííî, òàê è êîëè÷åñòâåííî ïðåêðàñíî
ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïîýòîìó âûøåóêàçàííûå îñîáåííîñòè òðà-
åêòîðèé ÌÌÄ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü îñîáåííîñòÿì òðàåêòîðèé ÷àñòèö â ðåàëüíûõ ñè-
ñòåìàõ.

3.2 Âûáîð ÷èñëà ÷àñòèö

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ èç [45] î òîì, ÷òî ñâîåîáðàçíûå, òàê íàçûâàåìûå
ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, îáóñëîâëåííûå íàëè÷èåì áîëüøîãî ÷èñëà ñîñòàâëÿþùèõ
òåëî ÷àñòèö íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì çàêîíîìåðíîñòÿì. Äà ýòî, äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê. Íî äåëî çäåñü íå áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö, à â ýêñïîíåíöèàëüíîé ëÿïóíîâ-
ñêîé íåóñòîé÷èâîñòè è ìàëîì øóìå. À ÷òî êàñàåòñÿ òîãî, ÷òî òàêîå �íåáîëüøîå� è �îãðîìíîå�
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ò.å. ãäå ãðàíèöà ìåæäó ñèñòåìàìè, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ÷èñòî
ìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå, è ñèñòåìàìè, äëÿ êîòîðûõ ñëåäóåò ïðèâëåêàòü ñòàòèñòè÷åñêèå çà-
êîíîìåðíîñòè, òî ïðèõîäèòñÿ ïðèçíàòü, ÷òî ýòî ñèñòåìû èç òðåõ ÷àñòèö. Èáî äëÿ ñèñòåì
èç òðåõ è áîëåå ÷àñòèö ïðîÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ÷òî è ïðèâîäèò ê
êà÷åñòâåííî íîâûì çàêîíîìåðíîñòÿì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ
ïðè íàáëþäåíèè çà ñèñòåìîé íà âðåìåíàõ, ìíîãî áîëüøèõ âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿ-
òè, èëè â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñïåöèôè÷íîñòü òàêèõ çàêîíîìåðíîñòåé òåðÿåò âñÿêîå ñîäåðæàíèå íå
òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ê ìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì èç äâóõ ÷àñòèö, íî è äëÿ ñèñòåì ñ áîëü-
øèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîãäà äèíàìèêà ýòèõ ñèñòåì èçó÷àþòñÿ íà âðåìåíàõ, ìíîãî
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ìåíüøèõ âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè, è íå ïðîâîäèòñÿ êàêèõ-ëèáî óñðåäíåíèé ïî íåçà-
âèñèìûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Òàêèå çàäà÷è, îäíàêî, íå âõîäÿò â òåìó äàííîãî îáçîðà.

Ïîñêîëüêó ëÿïóíîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ èç òð¼õ è áîëåå ÷àñòèö,
òî ñïåöèôè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ìîæíî íà÷èíàòü èçó÷àòü ñ òð¼õ ÷àñòèö.
Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ÷èñëà ÷àñòèö âñåöåëî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè ñèñòåìû, õàðàêòåð-
íûìè äëÿ çàäà÷è, êîòîðóþ ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü. Ò.å. âûáîð N îïðåäåëÿåòñÿ íå èç
ïðèíöèïèàëüíîãî òðåáîâàíèÿ îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, à
èç êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Ñâîéñòâà êëàñòåðîâ è èõ çàâèñèìîñòü îò N ìîæíî èññëåäîâàòü, íà÷èíàÿ ñ òð¼õ÷àñòè÷-
íûõ [109]. Ïðè èññëåäîâàíèè îäíîðîäíûõ ñèñòåì â ðàìêàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (ÏÃÓ) ìîæíî îïðåäåëÿòü ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïîäõîäà ïî îòíîøåíèþ ê áåñêîíå÷íûì
îäíîðîäíûì ñèñòåìàì è å¼ çàâèñèìîñòü îò N (èëè N−1), íà÷èíàÿ ñ N = 3. Ïðè ýòîì
çàðàíåå ÿñíî, ÷òî âûáîð ìèíèìàëüíîãî N îïðåäåëÿåòñÿ ìàñøòàáàìè ïðîñòðàíñòâåííûõ è
âðåìåííûõ êîððåëÿöèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ïðîñòðàíñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Âûáîð ÷èñëà ÷àñòèö N (èëè ðàçìåðà ÌÄ ÿ÷åéêè L)
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêèå êîððåëÿöèè â ñèñòåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü. Íàïðèìåð, åñ-
ëè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ g(r), òî N >> nrc

3, ãäå n - êîíöåí-
òðàöèÿ ÷àñòèö, rc - îáëàñòü ðàññòîÿíèé, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ. Óæå èç ýòîãî ïðîñòåéøåãî
ïðèìåðà ÿñíî, ÷òî äàæå äëÿ g(r) âåëè÷èíà rc ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü êàê ðàññòîÿíèþ äî
ïåðâîãî èëè êàêîãî-òî ïîñëåäóþùåãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà, òàê è äî îáëàñòè, ãäå g(r)
àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Ðàäèóñû êîððåëÿöèè rci îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî ôóíêöèåé g(r), íî è äðóãèìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè: â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò èåðàðõèÿ êîððåëÿöèé rc1 < rc2
< rc3 < ..., êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò èåðàðõèÿ N1 < N2 < N3 < ..., ãäå Ni = nrci

3. Èíûìè
ñëîâàìè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âûáèðàÿ òî èëè èíîå çíà÷åíèå N , ìû òåì ñàìûì îáðûâàåì
ðÿä êîððåëÿöèé, êîòîðûå ìîæíî áóäåò èññëåäîâàòü â äàííîì ÌÄ ðàñ÷åòå.

Âûáèðàÿ N = nL3, ìû òàêæå îãðàíè÷èâàåì äëèíû âîëí λ < L ðàâíîâåñíûõ ôëóêòó-
àöèé, ò.å. ôèêñèðóåì äèàïàçîí âîëíîâûõ âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî áóäåò ðàññ÷èòàòü
äèñïåðñèþ êîëåáàíèé ïëîòíîñòè: ôîíîíîâ â êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåäàõ, ïëàçìåííûõ âîëí â
íåèäåàëüíîé ïëàçìå è ò.ï.

Åùå îäíî îãðàíè÷åíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ äàëüíîäåéñòâóþùèõ ïî-
òåíöèàëîâ, â îñîáåííîñòè êóëîíîâñêîãî. Âêëàä âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö íà ðàññòîÿíèÿõ,
áîëüøèõ L, ∆U(r > L), äîëæåí áûòü íå ñóùåñòâåííûì, ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé âçàè-
ìîäåéñòâèÿ U . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ñèñòåìå ìîãóò âîçíèêíóòü íåôèçè÷åñêèå êîððåëÿ-
öèè, íàâÿçàííûå ÏÃÓ. Ò.å. ÷èñëî ÷àñòèö íóæíî óâåëè÷èâàòü äî òàêîãî çíà÷åíèÿ, êîãäà
∆U(r > L) << U .

Âðåìåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Íàðÿäó ñ èåðàðõèåé ðàäèóñîâ êîððåëÿöèé, ñóùåñòâóåò èåðàð-
õèÿ âðåìåí êîððåëÿöèé τc1 < τc2 < τc3 < ... Âûáîð L îáðûâàåò ýòîò ðÿä äâóìÿ íåðàâåí-
ñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, 6Dτci < L2, ãäå D - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Âî-âòîðûõ, asτci < L, ãäå
as - ñêîðîñòü çâóêà. Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå âòîðûì íåðàâåíñòâîì, áûëè âûÿâëåíû
â [107] íà ïðèìåðå àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñêîðîñòè, ðàññ÷èòàííîé ïðè ðàçíûõ N
ïðè îäíîé è òîé æå ïëîòíîñòè äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñôåð.

Îáùèé âûâîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûáîð ðàçìåðà ñèñòåìû (÷èñëà ÷àñòèö) îãðà-
íè÷èâàåò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ rc, τc, λ è ò. ï. è, ñîîòâåòñòâåííî, òàêæå êðóã ÿâëåíèé è
ïðîöåññîâ, êîòîðûå ìîæíî èññëåäîâàòü.

Âûøå ìû ãîâîðèëè îá îäíîðîäíîé ñèñòåìå ñ ÏÃÓ. Î÷åâèäíûå âàðèàíòû òðåáîâàíèé
âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåðõíîñòåé, ôàçîâûõ ðàâíîâåñèé è ò.ï. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
èññëåäîâàíèè äâóõôàçíîé îáëàñòè äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà íóëåâàÿ èçîòåð-
ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ äàâëåíèÿ ïî îáú¼ìó äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè óâåëè÷åíèè N , ò.å. ÷åì
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ìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü òðåáóåòñÿ, òåì áîëüøåå N ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòå.
Ðàññìîòðåííûå îãðàíè÷åíèÿ êàñàëèñü ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì. Ïðè ïåðåõîäå ê èññëåäîâà-

íèþ ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåáîâà-
íèé íà âûáîð N . Ïîäîáíûì îáðàçîì âûáîð N îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü èññëåäóåìûõ õàðàêòå-
ðèñòèê òàêèõ êîîïåðàòèâíûõ ÿâëåíèé êàê äèñëîêàöèè, îáðàçîâàíèå òðåùèí è äð.

3.3 Âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè âñå-òàêè ëåæèò â ñàìîé
ïðèðîäå ðàññìàòðèâàåìûõ åþ îáúåêòîâ, íî ñâÿçàí íå ñ òåì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷à-
þòñÿ íà îñíîâàíèè ãîðàçäî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà äàííûõ, ÷åì ýòî íóæíî áûëî áû äëÿ
ïîëíîãî ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì ïðè÷èíà êðîåòñÿ
â òîì, ÷òî âðåìÿ óñðåäíåíèÿ ìíîãî áîëüøå âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè. Âîçíèêíîâåíèå
âåðîÿòíîñòíîé ïðèðîäû â ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññàõ ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðàñïà-
äà ïåðåãðåòîãî êðèñòàëëà.

ÌÌÄ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàñïàä ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé êîíäåíñèðîâàííûõ ôàç,
íàñòîëüêî áëèçêèõ ê ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè, ÷òîáû èõ âðåìÿ æèçíè áûëî â ïðåäåëàõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ÌÄ. Îäíà ÌÄ òðàåêòîðèÿ äàåò ÷àñòíîå âðåìÿ æèçíè äëÿ
âûáðàííûõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàòåì íàäî
ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ òàêèõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé è òîé æå ñòå-
ïåíè ïåðåãðåâà èëè ïåðåîõëàæäåíèÿ, ò.å. ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàäî ïîëó÷èòü àíñàìáëü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ïåðåãðåòîãî êðèñòàë-
ëà. Ðàññìîòðèì ïðèìåð òàêîé ïðîöåäóðû [110]. Ìîäåëèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ðàâíîâåñíîãî
êðèñòàëëà ïðè òåìïåðàòóðå íèæå òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì èçîõîðè÷åñêîì
íàãðåâå äî íóæíîãî ïåðåãðåâà ââîäÿòñÿ èñêóññòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà äâèæåíèÿ àòîìîâ,
ïðåïÿòñòâóþùèå ðàñïàäó ðåøåòêè: êàæäûé àòîì îêðóæàåòñÿ ÿ÷åéêîé èëè ñôåðîé Âèãíåðà-
Çåéòöà ñ îòðàæàþùèìè ñòåíêàìè. Ñèñòåìà ñ ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè âûâîäèòñÿ íà ðàâíîâåñ-
íóþ ÌÄ òðàåêòîðèþ. Çàòåì àíñàìáëüM íåçàâèñèìûõ òî÷åê ýòîé òðàåêòîðèè èñïîëüçóåòñÿ
êàê àíñàìáëü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ÌÄ òðàåêòîðèé áåç îãðàíè÷åíèé íà äâèæåíèå ÷à-
ñòèö. Êàæäàÿ èç M ïîëó÷åííûõ òðàåêòîðèÿ äàåò ñâîå âðåìÿ æèçíè τ ìåòàñòàáèëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.

Íèêàêîé êîððåëÿöèè ìåæäó âðåìåíàìè æèçíè äëÿ ñîñåäíèõ òî÷åê íåò, ïîñêîëüêó íà-
÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ áûëè âûáðàíû íåçàâèñèìûìè, à çíà÷åíèÿ τ ïðåâûøàþò âðåìÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ïàìÿòè tm. Ò.å. âåëè÷èíû τ äîëæíû áûòü ñëó÷àéíûìè, ÷òî è ïîäòâåðæäàåòñÿ
òåì, ÷òî íàáîð âåëè÷èí τ îáðàçóåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùåå ðàñïðåäåëåíèå exp(−t/τ̄)
(ðèñ. 12).

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà τ̄ ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì æèçíè, ïîëó÷åííûì óñðåäíåíèåì
âðåìåí æèçíè äëÿ îòäåëüíûõ òðàåêòîðèé. Òàêèì îáðàçîì ðàñïàä ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé ÿâëÿåòñÿ Ïóàññîíîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè τ̄ ÿâëÿåòñÿ õà-
ðàêòåðèñòèêîé ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è âûáðàííîãî îáúåìà V . Ôèçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíà J = (V τ̄)−1 - ýòî ÷àñòîòà ãîìîãåííîé íóêëåàöèè.

Óìåñòíî åùå ðàç ïðîâåñòè ñîïîñòàâëåíèå ñ îãðàíè÷åíèåì ïðåäåëà ïðåäñêàçóåìîñòè ïðî-
ãíîçà ïîãîäû [25�27]. Çà ãðàíèöàìè ýòîãî ïðåäåëà ïðîãíîç íîñèò òîëüêî âåðîÿòíîñòíûé
õàðàêòåð. Ê íåñ÷àñòüþ äëÿ ìåòåîðîëîãîâ, æèòåëåé âîëíóåò îäíà åäèíñòâåííàÿ êëèìàòè-
÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñêàçàíà ëèøü ñ íåêîòîðîé, èíîãäà íå î÷åíü
çíà÷èòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. À ïðèêëàäíûå çàäà÷è ãîìîãåííîé íóêëåàöèè íóæäàþòñÿ â
ñðåäíåé âåëè÷èíå J , à åå çíà÷åíèå â ÌÌÄ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Èç âåðîÿòíîñòíîé ïðèðîäû ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
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Ðèñ. 11: Ñëåâà - çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè ïðè íàãðåâå äî çàäàííîé òåìïåðàòóðû
ñ íàëîæåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà äâèæåíèå àòîìîâ. Ñïðàâà - òðè ïðèìåðà ÌÄ òðàåêòîðèé
ñî ñíÿòûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà äâèæåíèå àòîìîâ, äàþùèõ êàæäàÿ ñâîå âðåìÿ æèçíè τj ,
j = 1, 2, ..M . Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ Ëåííàðä-Äæîíñîâñêîé ñèñòåìû èç N = 500 ÷àñòèö,
ïëîòíîñòü 1.2σ−3.
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Ðèñ. 12: Ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí æèçíè äëÿ äâóõ òåìïåðàòóð, m(t) - ÷èñëî ÌÄ òðàåêòîðèé,
äëÿ êîòîðûõ ðàñïàä ïðîèñõîäèë â èíòåðâàëå âðåìåíè (t, t+∆t), ãäå (∆t) - øèðèíà ñòîëáöîâ
ãèñòîãðàììû. Ñàìè âðåìåíà æèçíè ïðåäñòàâëåíû íà äâóõ ðèñóíêàõ âíèçó, ãäå j íîìåð
òðàåêòîðèè íà ðèñ. 11, M = 30, τ - ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ æèçíè. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
äëÿ Ëåííàðä-Äæîíñîâñêîé ñèñòåìû èç N = 6912 ÷àñòèö ïðè ïëîòíîñòè 1.0σ−3 äëÿ äâóõ
òåìïåðàòóð T = 1.6097 (ñåðîå ðàñïðåäåëåíèå), T = 1.5871 (áåëîå ðàñïðåäåëåíèå). Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ - m(t) = (M∆t/(τ̄2) exp(−t/τ̄).
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äóåò íåîáðàòèìîñòü â ñòàòèñòèêå, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèÿõ ÌÌÄ. Ýòà íåîáðàòèìîñòü
âîçíèêàåò óæå íà óðîâíå òðàåêòîðèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö äëÿ ñèñòåì èç òðåõ è áîëåå ÷àñòèö
(èëè óæå äâóõ ÷àñòèö â çàìêíóòîì îáúåìå).

3.4 Êâàíòîâîå ïðîèñõîæäåíèå ñòîõàñòè÷íîñòè è íåîáðàòèìîñòè òðàåêòî-

ðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö ðåàëüíûõ âåùåñòâ

Ðåçóëüòàòû ÌÌÄ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ðåàëüíûå ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò
ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê êîíå÷íûì âðåìåíàì äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè è â
ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ [56, 57, 94�97, 111]. Ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû â ÌÌÄ êà÷åñòâåííî
(íå êîëè÷åñòâåííî) èãðàþò ðîëü ìàëîé, íî âñåãäà êîíå÷íîé êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòè,
èìåþùåé ìåñòî â ëþáîé ñèñòåìå, ñ÷èòàþùåéñÿ êëàññè÷åñêîé. Äëÿ çàïóñêà ïåðåìåøèâàíèÿ
ïî ìåõàíèçìó ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷åí ìàëûé ñïóñêîâîé êðþ÷îê. À
åãî âåëè÷èíà ìàëî ñóùåñòâåííà â ñèëó ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ âðåìåíè
äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè îò àìïëèòóäû øóìà.

Â [56, 57, 111] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êâàçèêëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ïîëó÷åíû óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîìó ïðå-
äåëó áûëè ñîõðàíåíû ïåðâûå ïîïðàâêè ïî ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~1/2. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ
îòëè÷àþòñÿ îò íüþòîíîâñêèõ ïîÿâëåíèåì ñëó÷àéíûõ èñòî÷íèêîâ. Ýòè èñòî÷íèêè ó÷èòû-
âàþò ðàñïëûâàíèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ è äèôðàêöèþ ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè. Íà ðîëü ñëà-
áûõ íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ îáðàùàþò âíèìàíèå Ãåðöåíøòåéí è Êðàâöîâ [97], ðàññìîòðåâøèå
âîçìóùåíèÿ òðàåêòîðèè ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñïîíòàííîãî
èçëó÷åíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ôîòîíîâ [94].

Ïîäõîäû [56, 57, 94, 97, 111] âîñõîäÿò ê ãèïîòåçå Ëàíäàó î òîì, ÷òî ïðîèñõîæäåíèå
íåîáðàòèìîñòè ñâÿçàíî ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Õîòÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è ñèììåòðè÷-
íî ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ çíàêà âðåìåíè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà â äåéñòâèòåëüíîñòè
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñîäåðæèò íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëåíèé âðåìåíè. Ãëóáî-
êàÿ íåîáðàòèìîñòü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå çàëîæåíà â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ [45, 86], êîòîðûé
íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ ïîçâîëèëî îöåíèòü
âåëè÷èíó êâàíòîâûõ øóìîâ è ââåñòè êâàçèêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ [56, 57, 111].

dpi
dt

= −∂H
∂qi

+ ~1/2κijχj(t),
dqi
dt

=
∂H

∂pi
+ ~1/2βijφj(t). (29)

ãäå χ è φ - δ-êîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè åäèíè÷íîé ìîùíîñòè. Âìåñòå ñ òåì
â [56, 57, 111] áûëè âû÷èñëåíû íå âñå íèçøèå ïîïðàâêè ïî h1/2, ïî-âèäèìîìó, ðåçóëüòàò áûë
çàâûøåí, ïîýòîìó ýòè ðåçóëüòàòû íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê è ïî-
ýòîìó âèä òåíçîðíûõ ôóíêöèé κij è βij ìû íå ïðèâîäèì. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ââèäó ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè tdm îò óðîâíÿ øóìà êâàíòîâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
ïðèâåäåò ê çíà÷åíèÿì tdm, ëåæàùèì â îáëàñòè, èññëåäîâàâøåéñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ò.å.
â ïèêîñåêóíäíîì äèàïàçîíå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü ìû ãîâîðèì î âðåìåíàõ äèíàìè÷åñêîé
ïàìÿòè äëÿ ðåàëüíîé ïëîòíîé ñèñòåìû àòîìîâ, à íå äëÿ åå ÷èñëåííîé ìîäåëè.

Â ñâåòå ñêàçàííîãî ìîæíî òàêæå ïåðåñìîòðåòü òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîáëå-
ìå îáðàòèìîñòè. Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî, êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòè
(∆E > 0) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé êîíå÷íîñòè âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè â ðåàëüíûõ
ñèñòåìàõ (tdm < +∞). Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èç îïðåäå-
ëåííîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû âûõîäèò íå îäíà åäèíñòâåííàÿ êëàññè÷åñêàÿ
òðàåêòîðèÿ, à ïó÷îê òðàåêòîðèé, ðàñøèðÿþùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ K−1. Îò ïîñòîÿííîé Ïëàí-
êà áóäóò çàâèñåòü ëèøü ñòàðòîâûå óñëîâèÿ ðàçáåãàíèÿ, ò.å. A, B è tl (ñì. (13) è ðèñ. 13).
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Ðèñ. 13: Íîðìèðîâàííûå óñðåäíåííûå ðàçáåãàíèÿ êîîðäèíàò
〈
∆r2(t)

〉
è ñêîðîñòåé

〈
∆v2(t)

〉
íà äâóõ

òðàåêòîðèÿõ, ðàññ÷èòàííûõ èç òîæäåñòâåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñ øàãàìè ∆t=0.001 è ∆t′=0.0001
(N = 64, ρ = 0.5, T = 0.44, ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà).

Ïðè ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå îáðàùåíèÿ âðåìåíè â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ (~v(t∗) →
−~v(t∗), t → −t) èç òî÷êè {~r(t∗), ~v(t∗)}, ãäå â äàííûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ ñèñòåìà, âûõîäèò
íîâûé ïó÷îê ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Ê ìîìåíòó t∗ äèíàìè÷åñêàÿ ïàìÿòü î íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ áûëà ÷àñòè÷íî (èëè ïîëíîñòüþ) óòåðÿíà, ïîýòîìó òîëüêî ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ
Prev ñèñòåìà âåðíåòñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó {~r(0), ~v(0)}. Âåðîÿòíîñòü Prev ýêñïîíåíöèàëüíî
ïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè t∗ äëÿ t∗ > tl. Âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè tdm ÿâëÿåò-
ñÿ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì, çà êîòîðîå ýòà âåðîÿòíîñòü ñïàäåò ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ, ò.å.
Prev(t∗ = tdm) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìîñòü, ò.å. âîçâðàùåíèå ñèñòåìû ê íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì, íåâîçìîæíà óæå ïî êðàéíå ìåðå íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà tdm.

Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî tdm â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ íàõîäèòñÿ â ïèêîñåêóíäíîì äèàïàçîíå,
ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåññîâ (õèìè-
÷åñêèå ðåàêöèè è äð.), âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáðàòèìû. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ïî-âèäèìîìó,
âñòðå÷àþùèåñÿ ñëó÷àè îáðàòèìîñòè ïîòðåáóþò òùàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê
ðàíüøå óäèâëåíèå âûçûâàë ôàêò íåîáðàòèìîñòè.

Êîíêðåòíûå îöåíêè âðåìåí äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè â äàííîé ãëàâå áûëè ñäåëàíû äëÿ
÷èñëåííûõ ñõåì ÌÌÄ. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ tdm ñîîòâåòñòâóþò óðîâíþ øóìîâ, îáóñëîâ-
ëåííîìó ïîãðåøíîñòÿìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî óñòàíîâëåííàÿ î÷åíü ñëàáàÿ,
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè îò óðîâíÿ øóìîâ ïîçâîëèëà
ðàñïðîñòðàíèòü êà÷åñòâåííûå âûâîäû íà ðåàëüíûå ñèñòåìû àòîìîâ, ãäå êîíå÷íîñòü âðå-
ìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè îáóñëîâëåíà êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòüþ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ
çàäà÷à óâåëè÷åíèÿ tdm áóäåò èìåòü ñìûñë, êîãäà áóäóò îïðåäåëåíû êâàçèêëàññè÷åñêèå ïî-
ïðàâêè ê óðàâíåíèÿì Íüþòîíà è ìîæíî áóäåò íàéòè çíà÷åíèÿ thm, îáóñëîâëåííûå ýòèìè
ïîïðàâêàìè. Òîãäà ïðåäñòàâèò èíòåðåñ ñíèçèòü âåëè÷èíó ÷èñëåííûõ îøèáîê íèæå óðîâíÿ
êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòè è ââåñòè ñëó÷àéíûé øóì, êîòîðûé ñìîäåëèðîâàë áû âðåìÿ
äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè thm.

Äëÿ ñëîæíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ðåëüåôîâ U({~ri}) â (3), íàïðèìåð, äëÿ ïîëèìåðîâ è áèî-
ìîëåêóë âîçíèêàþò íîâûå ôàêòîðû, ïðèâîäÿùèå ê íåîáðàòèìîñòè.

Âî-ïåðâûõ, êëàññè÷åñêèå áèôóðêàöèè íà ïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ U . Â ðàáîòå [112]
ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ñ îäíîé äîëèíîé ðåàãåíòîâ è äâóìÿ äîëè-
íàìè ïðîäóêòîâ, ò.å. ñ òîïîëîãèåé, ñîäåðæàùåé òî÷êó áèôóðêàöèè â îáëàñòè ïåðåõîäíîãî
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ñîñòîÿíèÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåõàíè-
÷åñêîé ìîäåëè ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ξ, η (èëè z), ââåäåííûõ â (26) è (27),
ñèñòåìà ìîæåò âåñòè ñåáÿ ëèáî îáðàòèìûì, ëèáî íåîáðàòèìûì îáðàçîì. Äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ
íåîáðàòèìîãî óñðåäíåííîãî ïóòè ðåàêöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëî îáðàòèìûõ òðàåêòîðèé
áûëî ìàëî çà âðåìÿ ðåàêöèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò îòñóòñòâîâàòü îáðàòè-
ìîñòü òðàåêòîðèè íå òîëüêî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, íî è áîëåå îáùåì ñìûñëå
� ðåàãåíòû ïðÿìîé ðåàêöèè ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ ïðîäóêòàìè îáðàòíîé èç-çà óõîäà îáðàò-
íîé òðàåêòîðèè â äîëèíó ïîòåíöèàëüíîãî ðåëüåôà U , îòëè÷íóþ îò èñõîäíîé. Êâàíòîâàÿ
íåîïðåäåëåííîñòü, î êîòîðîé ðå÷ü øëà â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà, òàêæå ïðèâîäèò ê íåîá-
ðàòèìîñòè êëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â òî÷êàõ áèôóðêàöèé.

Âî-âòîðûõ, èìåþò ìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ íàðóøåíèåì ñïðà-
âåäëèâîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò êâàíòîâûå òî÷êè áè-
ôóðêàöèè, êîãäà â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ òåðÿåò ñìûñë ïîíÿòèå òðàåêòîðèè è òðåáóåòñÿ
ðàññìîòðåíèå â äóõå Ëàíäàó-Çèíåðà è ôåìòîõèìèè.

Êàê êëàññè÷åñêèå, òàê è êâàíòîâûå áèôóðêàöèè íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè-
÷åíèå íà âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè âðåìåíåì ïðîõîæäåíèÿ ïî òðàåêòîðèè ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè áèôóðêàöèÿìè.

Ñîâîêóïíîñòü êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ ïðèâîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê íàðóøåíèþ ïðèíöèïà äå-
òàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è íåîáðàòèìîñòè õèìè÷åñêèõ è áèîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, äèíàìèêà
êîòîðûõ ïðîòåêàåò íà ñëîæíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ðåëüåôàõ ñ òî÷êàìè êëàññè÷åñêèõ è êâàí-
òîâûõ áèôóðêàöèé. Óìåñòíî ñîñëàòüñÿ íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû À.Ä. Âèíîãðàäî-
âà [113, 114], â êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ñâèäåòåëüñòâóþùèå â ïîëüçó
íåîáðàòèìîñòè ðåàêöèé ãèäðîëèçà è ñèíòåçà ÀÒÔ.

3.5 Íåðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëå-

íèé âðåìåíè

Êðàåóãîëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ Ëàíäàó. �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñîäåðæèò íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëå-
íèé âðåìåíè. Ýòà íåýêâèâàëåíòíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ñâÿçè ñ îñíîâíûì äëÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè ïðîöåññîì âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî îáúåêòà ñ ñèñòåìîé, ïîä-
÷èíÿþùåéñÿ ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Èìåííî, åñëè ñ
äàííûì êâàíòîâûì îáúåêòîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèñõîäÿò äâà ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ
(íàçîâåì èõ A è B), òî óòâåðæäåíèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ðåçóëüòàòà ïðî-
öåññà B îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà A, ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâî ëèøü â òîì
ñëó÷àå, åñëè ïðîöåññ A èìåë ìåñòî ðàíüøå ïðîöåññà B �(ñì. òàêæå [86] � 47). �Òàêèì îá-
ðàçîì, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èìååòñÿ ôèçè÷åñêàÿ íåýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõ íàïðàâëåíèé
âðåìåíè, è â ïðèíöèïå çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè ìîã áû áûòü åå ìàêðîñêîïè÷åñêèì
âûðàæåíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå äîëæíî áûëî áû ñóùåñòâîâàòü ñî äåðæàùåå êâàíòîâóþ
ïîñòîÿííóþ ~ íåðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî çàêîíà è âûïîëíÿþùå-
åñÿ â ðåàëüíîì ìèðå.�

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî íåðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè. Êâàí-
òîâûì àíàëîãîì âûðàæåíèÿ (18) ÿâëÿåòñÿ

Kthm = −a ln(b~), (30)

ãäå thm � êâàíòîâîå âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè. Çíà÷åíèÿ a è b ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
òîëüêî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ïîïðàâîê ê óðàâíåíèÿì Íüþòîíà. Îäíàêî ó
ñèëó ëîãàðèôìè÷åñêîãî õàðàêòåðà ðàâåíñòâà (30) êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ a è b, ïî-âèäèìîìó,
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Ðèñ. 14: (à): Ðàçáåãàíèÿ êîîðäèíàò 〈∆r2〉 è òðàåêòîðèé 〈∆v2〉 äëÿ äâóõ ÌÄ òðàåêòîðèé, ðàññ÷è-
òàííûõ èç îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ñ ðàçíûìè øàãàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
∆t = 0.001 è ∆t′ = 0.0001. Ñòðåëêîé îòìå÷åí ìîìåíò âðåìåíè t′m, êîãäà äâå óêàçàííûå òðàåêòîðèè
îêîí÷àòåëüíî òåðÿþò êîððåëÿöèþ. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íàñûùåíèþ ðàçáåãàíèÿ ñêî-
ðîñòåé íà óðîâíå 2〈v2

T 〉 = 6T , ãäå T = 2.67 � òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà (ïîòåíöèàë ìÿãêèõ ñôåð).
N = 13500.
(á): Çíà÷åíèÿ âðåìåíè æèçíè ïåðåãðåòîãî êðèñòàëëà τ äëÿ òðàåêòîðèé, ðàññ÷èòàííûõ èç îäíîé
è òîé æå íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ñ ðàçíûìè øàãàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t. Ñòðåëêîé
îòìå÷åíî t′m, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè.

íåñóùåñòâåííû. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå thm ìíîãî ìåíüøå âðåìåíè óñðåäíåíèÿ tmax ïðè íà-
áëþäåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è ïåðåíîñíûõ ñâîéñòâ ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì, íåðàâåíñòâî, î
êîòîðîì ïèøåò Ëàíäàó, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

− (a/K) ln(b~)� tmax. (31)

Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Ïðî-
àíàëèçèðîâàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèíàìè÷åñêèìè è ñòîõàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ÌÄ ìî-
äåëåé, îáóñëîâëåííîå ëÿïóíîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ òðàåêòîðèé ÷àñòèö è îøèáêàìè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè (èëè ïðåäñêàçóå-
ìîñòè) tdm äëÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö. ÌÌÄ ïðèáëèæåííî ñîõðàíÿåò íüþòîíîâñêóþ äèíàìèêó
òîëüêî íà âðåìåíàõ ìåíüøå âðåìåíè tdm. Äëÿ ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì ÌÌÄ ïðîâîäèò ñòàòèñòè-
÷åñêîå óñðåäíåíèå âäîëü ÌÄ òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó åå äëèòåëüíîñòü íà ïîðÿäêè âåëè÷èíû
ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ tdm. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåëàêñàöèè ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïðî-
âîäèòñÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ÌÌÄ îòëè÷àþòñÿ îò Íüþòîíîâñêèõ ìàëûìè ñòîõàñòè÷åñêè-
ìè ñëàãàåìûìè è, òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû ÷àñòèö, ðàññìàòðèâàåìûå â ÌÌÄ, íå ÿâëÿ-
þòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ÌÌÄ ñëåäóåò ïó÷îê òðàåêòîðèé âìåñòî
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Ðèñ. 15: Ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí æèçíè ïåðåãðåòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ÃÖÊ ðåøåòêè, ïîëó÷åííûå
ðàçíûìè ìåòîäàìè óñðåäíåíèÿ (N = 500, T = 0.787, ρ = 1.28, ïîòåíöèàë ìÿãêèõ ñôåð, n = 8): 1 � ñ
èñïîëüçîâàíèåì àíñàìáëÿ íåçàâèñèìûõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè ðàñ÷åòà
ñ óäåðæàíèåì àòîìîâ â ñôåðè÷åñêèõ ÿ÷åéêàõ. 2 � ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ øàãîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ: ∆t = 0.001, 0.0011, ... 0.0049, 0.0050. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íåçàâèñèìûõ òðàåê-
òîðèé M = 41. 3 � ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî óðàâíåíèþ m(τ) = (Mδt/τ̄) exp(−τ/τ̄), ãäå
δt � ìåëêîñòü øàãà ðàñïðåäåëåíèÿ, τ̄ � ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè ïî àíñàìáëþ (τ̄ = 8.57).

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà. Âìåñòî ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî
NV E àíñàìáëÿ â ÌÌÄ âîçíèêàåò àíñàìáëü NV (E ±∆E), íåèçâåñòíûé ðàíåå â ñòàòèñòè-
÷åñêîé ôèçèêå. ∆E - ôëóêòóàöèÿ ïîëíîé ýíåðãèè E âäîëü ÌÄ òðàåêòîðèè, â òî âðåìÿ êàê
çíà÷åíèå E ñîõðàíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî âäîëü Íüþòîíîâñêîé òðàåêòîðèè.

Ñôîðìóëèðîâàíû ïóíêòû ïðåäëàãàåìîé íîâîé ïàðàäèãìû êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè.
1. Íåâîçìîæíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé Íüþòîíà â òå÷åíèå âðåìåí, òðåáóåìûõ äëÿ óñðåä-
íåíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, ïîñêîëüêó âðåìÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ìíîãî ìåíüøå òà-
êèõ âðåìåí.
2. Ïîñêîëüêó ëÿïóíîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü âîçíèêàåò â ñèñòåìàõ èç òð¼õ è áîëåå ÷àñòèö,
òî ñïåöèôè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ìîæíî íà÷èíàòü èçó÷àòü ñ òð¼õ ÷àñòèö.
Âûáîð æå ÷èñëà ÷àñòèö N îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèìè ôàêòîðàìè - ðàçìåðàìè ñèñòåìû,
õàðàêòåðíûìè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ çàäà÷è, êîòîðóþ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ èññëåäîâàòü.
3. Âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ëåæèò â ñàìîé ïðèðî-
äå ðàññìàòðèâàåìûõ åþ îáúåêòîâ, ïîñêîëüêó ïðè èññëåäîâàíèè ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì âðåìÿ
óñðåäíåíèÿ ìíîãî áîëüøå âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè. Äëÿ ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ
âåðîÿòíîñòíàÿ ïðèðîäà âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà âðåìÿ ðåëàêñàöèè ïðåâûøàåò âðåìÿ äè-
íàìè÷åñêîé ïàìÿòè, è èç-çà òîãî, ÷òî ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé.
4. Èç âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåîáðàòèìîñòü â ñòàòèñòèêå, îñíî-
âàííîé íà óðàâíåíèÿõ ìåòîäà ÌÄ. Ýòà íåîáðàòèìîñòü âîçíèêàåò óæå íà óðîâíå òðàåêòîðèé
îòäåëüíûõ ÷àñòèö.
5. Ðåçóëüòàòû ÌÌÄ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ðåàëüíûå ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò
ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê êîíå÷íûì âðåìåíàì äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè è
â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ. Ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû â ÌÌÄ êà÷åñòâåííî èãðàþò ðîëü
ìàëîé, íî âñåãäà êîíå÷íîé êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòè, èìåþùåé ìåñòî â ëþáîé ñèñòåìå,
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ñ÷èòàþùåéñÿ êëàññè÷åñêîé. Äëÿ çàïóñêà ïåðåìåøèâàíèÿ ïî ìåõàíèçìó ýêñïîíåíöèàëüíîé
íåóñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷åí ìàëûé ñïóñêîâîé êðþ÷îê. À åãî âåëè÷èíà ìàëî ñóùåñòâåííà â
ñèëó ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ âðåìåíè äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè îò àìïëèòóäû
øóìà.
6. Ïðåäëîæåíî íåðàâåíñòâî (31), ñîäåðæàùåå êâàíòîâóþ ïîñòîÿííóþ ~, îáåñïå÷èâàþùåå
ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíà âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè è âûïîëíÿþùååñÿ â ðåàëüíîì ìèðå.

Èç ýòèõ ïóíêòîâ ñëåäóþò ñòàíäàðòû òðåáîâàíèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðàê-
òè÷åñêèå ÌÄ ðàñ÷åòû äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ [110].

Àâòîðû áëàãîäàðíû Ñ. È. Àíèñèìîâó, Þ. À. Êðàâöîâó, À. Þ. Ëîñêóòîâó, ó÷àñòíèêàì
ñåìèíàðîâ ËÒÔ èì. Í. Í. Áîãîëþáîâà ÎÈßÈ (ðóêîâîäèòåëü Â. Á. Ïðèåçæåâ), ÈÒÔ èì.
Ë. Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü Â. Â. Ëåáåäåâ), ÌÈ èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (ðóêîâî-
äèòåëè È. Â. Âîëîâè÷ è Â. Â. Êîçëîâ), ìåõìàòà ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëü À. Ò. Ôîìåíêî) çà
öåííûå äèñêóññèè è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. Ã.Íîðìàí ñ áëàãîäàðíîñòüþ âñïîìèíàåò ìíîãî-
÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ñ È. Ç. Ôèøåðîì â êîíöå 60-õ ãîäîâ è 70-å ãîäû. Ðàáîòà âûïîëíåíà
ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïî ïðîãðàììàì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ 1,2,12 è
ãðàíòà ÐÔÔÈ 09-08-12161-îôè-ì. Â.Ñòåãàéëîâ âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
è ôîíäó CRDF çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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ABSTRACT

Method of classical molecular dynamics: contribution to the foundations of statistical
physics G.E. Norman and V.V. Stegailov Join Institute for High Temperatures
RAS, 125412 Moscow, Russia Moscow Institute of Physics and Technology (State
University), 141700 Dolgoprudny, Moscow Region, Russia

The work is devoted to the principle problems of the method of classical molecular
dynamics. The method arose about half a century ago as a computational tool for
solutions of some tasks of the statistical physics using computers just that time
appeared. The method became by now one of the most important and powerful
numerical approaches in the theory of condensed matter. The method of molecular
dynamics is based on the numerical integration of simultaneous Newtonian
(or Hamiltonian) ordinary di�erential equations of motion for systems of particles
which interact with each other. Since the method treats equations of motion, it
is directly related to such a basic concept of the classical statistical physics as the
problem of beginnings of the irreversibility. It is connected with almost all main items
of the paradigm of the classical statistical physics as well. Dynamic and stochastic
properties of the molecular-dynamic systems are discussed in the present work.
Stochasticity emerges due to the local exponential Lyapunov instability of the particle
trajectories. The instability is triggered by diverse errors of the numerical integration
of simultaneous equations of motion and some approximations at the calculations
of the interparticle interactions. The nature of the probabilistic character of the
classical statistical physics is revealed. The concept is developed which elucidates
the �nite value of the dynamic memory time of the particle trajectories in the
real systems. The concept follows from the peculiarities of the molecular dynamics
calculations and analysis of real physical noise factors. The irreversibility results
from the dynamic memory time �niteness. The value of the time is approximately
of the same order as a velocity autocorrelation damping time. The relation between
the dynamic memory time, K-entropy and total energy �uctuations is discussed. It
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is pointed to the Non-Hamiltonian character of the particle e�ective equations of
motion. A speci�c molecular dynamics ensemble is introduced instead of the micro-
canonical one. An attempt is made to formulate the new paradigm of the classical
statistical physics. The attempt is based on the analysis of the fundamental results
of the molecular dynamics method calculations.
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